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1. Дифференциалдык теңдемелер жөнүндө негизги 
түшүнүктөр 

 

Дифференциалдык теңдеме деп, көз каранды эмес x 

өзгөрмөсүн, y функциясын жана анын туундуларын же 

дифференциалдарын өз ара байланыштырган теңдеме аталат.          

 

Теңдемеге кирген туундунун же дифференциалдын жогорку 

тартиби дифференциалдык теңдеменин тартиби деп аталат. 

Биринчи тартиптеги дифференциалдык теңдеме төмөнкү 

түрдө болот: 

                 0),,( =′yyxF  же ),( yxfy =′ .                    (1) 

 

Теңдемедеги белгисиз функциянын ордуна койгондо, аны 

теңдештикке айланта турган )(xy ϕ=  дифференциалдануучу 

функциясы дифференциалдык теңдеменин чыгарылышы деп 

аталат.  

D областында (1) биринчи тартиптеги дифференциалдык 

теңдеменин жалпы чыгарылышы деп, төмөнкү касиеттерге ээ 

болгон ),( cxy ϕ=  функциясы аталат:1) С турактуусунун 

каалагандай маанисинде  ал функция берилген теңдеменин 

чыгарылышы болуп эсептелет; 2) Dyx ∈)( 0,0  болгондой   

00)( yxy =  кааалагандай баштапкы шарты үчүн ),( 0Cxy ϕ=  

чыгарылышы берилген баштапкы шартты канагаттандырган  

0CC =  бир гана мааниси жашайт.  
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Жалпы чыгарылышты айкын эмес түрдө берген 0),,( =Φ cyx  

түрүндөгү барабардык дифференциалдык теңдеменин жалпы 

интегралы деп аталат.  

 0CC =  маанисинде ),( cxy ϕ=  жалпы чыгарылышынан 

алынган  ),( 0Cxy ϕ=  чыгарылышы жекече чыгарылыш деп 

аталат. Бул учурда  0),,( 0 =Φ Cyx  барабардыгы теңдеменин 

жекече интегралы деп аталат. 

 00)( yxy = баштапкы шартын канагаттандырган  

),( yxfy =′ теңдемесинин жекече чыгарылышын табуу маселеси 

Коши маселеси деп аталат.  

 Дифференциалдык теңдеменин чыгарылышын табуу 

процесси дифференциалдык теңдемени интегралдоо деп аталат.  

(1) теңдеменин жалпы чыгарылышын табуу методу 

),( yxf функциясынын түрүнөн көз каранды. Жалпы 

чыгарылышты табууга мүмкүн болгон биринчи тартиптеги 

дифференциалдык теңдемелердин кээ бир типтерин карайлы. 

 

2. Өзгөрмөлөрү ажыратылуучу биринчи тартиптеги 

дифференциалдык теңдемелер 

 

Өзгөрмөлөрү ажыратылуучу биринчи тартиптеги 

дифференциалдык теңдеме деп, төмөнкү түрдөгү теңдеме аталат: 

 

f(x)g(y)y =′ ,                              (2) 
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мында барабардыктын оң жагы x өзгөрмөсүнөн  гана көз каранды 

болгон функциянын  y  өзгөрмөсүнөн  гана көз каранды болгон 

функцияга болгон көбөйтүндүсү. 

Аны төмөнкүдөй өзгөртөбүз:  

 

)()( ygxf
dx

dy = ,  .)(
)(

dxxf
yg

dy =  

 

Өзгөрмөлөрү ажыратылган теңдемени алдык. Теңдеменин 

сол жагын у боюнча, оң жагын х боюнча интегралдап, (2) 

теңдеменин жалпы интегралын табабыз: 

 

∫ g(y)

dy
= ∫ dxxf )( +С. 

1-мисал. Дифференциалдык теңдеменин жалпы 

чыгарылышын тапкыла. 
21 xyxy −=′  

Чыгаруу. Бул теңдеменин түрүн аныктоо үчүн y′ти табабыз: 

 

xy

x
y

21−=′  же 
yx

x

dx

dy 11 2−=  

 

Теңдеменин оң жагы x өзгөрмөсүнөн гана көз каранды 

болгон функциянын y өзгөрмөсүнөн гана көз каранды болгон 

функцияга болгон көбөйтүндүсү. Демек бул (2)-түрдөгү 
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өзгөрмөлөрү ажыратылуучу теңдеме. Аны төмөнкүдөй 

өзгөртөбүз: 

                                       dx
x

x
ódy

21−=  , dxx
x

ydy )
1

( −= . 

Теңдеменин сол жагын y боюнча, оң жагын x боюнча 

интегралдап, берилген теңдеменин жалпы интегралын табабыз:  

∫ ydy  = dxx
x

)
1

( −∫ , 

2

2y
 = ln x -

2

2x
+ С, 

2

2y
+

2

2x
= ln x +С  ,  y2  +x2 = 2lnx+С, 

у 2 +x2 = lnx2+lnС ,   y2 +x2 = lnСx2 . 

Мында С каалагандай турактуунун санга болгон 

көбөйтүндүсү жана турактуунун логарифми турактуу сан деген 

эрежени колдондук. 

2-мисал. Дифференциалдык теңдеменин жекече 

чыгарылышын тапкыла жана чыгарылышын текшергиле. 

Dy = dx  ,  эгер   x = 2 болгондо  y = 4. 

Чыгаруу. Берилген теңдеменин эки жагын тең 

интегралдайбыз. 

∫ =dy ∫dx , y = x+С 

Акыркы барабардыктын эки жагынан тең дифференциал 

алып, жалпы чыгарылышты текшеребиз: 

dy = dx. 

Жекече чыгарылышты табуу үчүн жалпы чыгарылышка х = 2 

жана   у = 4 маанилерин коебуз:  
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4=2+С, С=2. 

С=2 маанисин жалпы чыгарылышка коюп, жекече 

чыгарылышты алабыз: 

y = x+2. 

Жекече чыгарылышты текшерүү үчүн, акыркы 

барабардыктын эки жагынан тең дифференциал алабыз:  

dy = dx. 

3-мисал. Дифференциалдык теңдеменин жекече 

чыгарылышын тапкыла. 

3y2dy = xdx,   x = 0 болгондо  y = 1. 

Чыгаруу. Берилген теңдеме өзгөрмөлөрү ажыратылган 

болгондуктан, аны түз эле интегралдайбыз: 

∫ ∫= xdxdyy23 , 

 

3
3

3y
=

2

2x
+С   ,   y3=

2

2x
+С жалпы чыгарылыш. 

Жалпы чыгарылышка   х=0, у=1 баштапкы маанилерин коюп, 

С турактуусунун маанисин табабыз: 

13=
2

02
+С ,  С=1. 

С турактуусунун маанисин жалпы чыгарылышка коюп, 

жекече чыгарылышка ээ болобуз: 

у3=
2

2x
+1. 
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3. Бир тектүү биринчи тартиптеги дифференциалдык 

теңдеме 

 

Эгер f(x,y) функциясы үчүн  

                                      ),(),( yxfyxf =λλ                           (3) 

шарты аткарылса, анда ),( yxfy =′ биринчи тартиптеги 

теңдеме х  жана  у өзгөрмөлөрүнө карата бир тектүү деп аталат. 

                                      xy ϑ= ,                                               (4) 

барабардыгынын жардамы менен (1)-бир тектүү теңдеме 

жаңы ϑ  функциясына карата өзгөрмөлөрү ажыратылуучу 

теңдемеге алынып келинет. 

 

1-мисал. Дифференциалдык теңдеменин жалпы 

чыгарылышын тапкыла. 

02)( 22 =+′− xyyxy  

Чыгаруу. Берилген теңдемени төмөнкү түрдө жазабыз: 

2222

22

yx

xy

xy

xy
y

−
=

−
−=′                  (*) 

Белгилөө киргизебиз: 

f(x,y) = 22

2

yx

xy

−
 

Мында өзгөрмөлөрдү ажыратууга болбойт. (3) - шарттын 

аткарылышын текшеребиз: 

),(
2

)(

2

)()(

))((2
),(

22222

2

22
yxf

yx

xy

yx

xy

yx

yx
yxf =

−
=

−
=

−
=

λ
λ

λλ
λλλλ . 
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Демек, берилген дифференциалдык теңдеме бир тектүү. (4)-

белгилөөнү колдонобуз: 

,,, ϑϑϑϑϑ +′=′′+′=′= xyxxyxy  

dx

dy
= ϑϑ +x

dx

d
. 

(*) теңдемеге yy ′,  маанилерин коюп, төмөнкүгө ээ болобуз: 

.
11

)1(2

,
1

2
,

)(

)(2

2

3

2

2

222

ϑ
ϑϑ

ϑ
ϑϑϑϑ

ϑ
ϑ
ϑϑ

ϑ
ϑϑϑ

−
+=

−
−−=

−
−

=
−

=+

x
dx

d

x
dx

d

xx

xx
x

dx

d

 

x  жана ϑ га карата өзгөрмөлөрү ажыратылуучу теңдемени 

алдык. Өзгөрмөлөрүн ажыратып жана интегралдап, теңдеменин 

жалпы чыгарылышын алабыз:    

.,)1(

,

,)1(,
1

,
1

lnln

,ln)1ln(lnln,
1

2
ln

,
)1(

2)1(
,

)1(

1

22
2

2

2
22

2
2

2

22

2

2

Cyyx
x

y
C

x

y
x

x

y
xy

Cx
C

x
C

x

Cx
dd

x

d
x

dx

x

dx
d

=+=+

=⇒=

=+
+

=
+

=

++−=
+

−=

+
−+==

+
−

∫∫

∫ ∫

ϑϑ

ϑϑ
ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϑϑ
ϑ

ϑϑ
ϑ
ϑ

ϑ
ϑϑ

ϑϑϑ
ϑϑ

ϑ

 

Акыркы барабардык берилген теңдеменин жалпы интегралы. 

2-мисал. Бир тектүү теңдеменин жалпы чыгарылышын 

тапкыла. 

0)( =−+ xdydxyx
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Чыгаруу. Берилген теңдеме x жана y өзгөрмөлөрүнө карата 

биринчи даражадагы бир тектүү дифференциалдык теңдеме. 

Белгилөө киргизебиз: 

xy ϑ= , мында ϑ -xтен жаңы функция. 

Көбөйтүндүнүн дифференциалын табабыз: 

.dxxddy ϑϑ +=  

y жана dy маанилерин берилген теңдемеге коебуз: 

.0)()( =+−+ dxxdxdxxx ϑϑϑ  

   Акыркы теңдемеден кыскартууларды жүргүзөбүз: 

   
.0,0

,0
2

2

=−=−

=−−+

ϑϑ

ϑϑϑ

xddxdxxdx

xdxdxxdxxdx
 

Акыркы теңдеменин өзгөрмөлөрүн ажыратабыз: 

.
x

dx
d =ϑ  

Теңдеменин эки жагын тең интегралдайбыз: 

∫∫ +== Cx
x

dx
d lnln, ϑϑ  же ).ln(Cx=ϑ  

ϑ  нын маанисин xy ϑ= барабардыгына коебуз: 

)ln(Cxxy = -жалпы чыгарылыш. 

3-мисал. Бир тектүү теңдеменин жекече чыгарылышын 

тапкыла. 

.11,
2

2
−==+= yx

x

yxy

dx

dy
 

Чыгаруу. 

.,

,)( 22

ϑϑϑ xddxdyxy

dxyxydyx

+==
+=
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y жана dy маанилерин коебуз: 

.)()(

,)()(
222

222

dxxxddxx

dxxxxxddxx

ϑϑϑϑ

ϑϑϑϑ

+=+

+=+
 

Теңдемени 2x ка кыскартабыз: 

., 22 dxxddxdxxddx ϑϑϑϑϑϑ =+=+  

Алынган теңдеменин өзгөрмөлөрүн ажыратып, 

интегралдайбыз: 

x

y
Cx

x

dxd

x

dxd =+=−== ∫ ∫ ϑ
ϑϑ

ϑ
ϑ

ϑ
,ln

1
,,

22 , 

анда       Cx
y

x +=− ln -жалпы чыгарылыш. 

1,1 −== yx  баштапкы берилгендер боюнча С турактуусун 

таап, жалпы чыгарылышка коебуз: 

C+=− 1ln
1

1
   же   С=1, 

y

yx

ex
y

yx

y

x
xx

y

x
+

−
=+−=−−=+=− ,1ln,1ln -жекече 

чыгарылыш. 

 

4. Биринчи тартиптеги сызыктуу дифференциалдык 

теңдемелер 
 

),()( xQyxPy =+′          (5) 

түрүндөгү теңдеме биринчи тартиптеги сызыктуу 

дифференциалдык теңдеме деп аталат. 

Эгер ,0)( ≡xQ  анда (5)-теңдеме сызыктуу бир тектүү эмес, 

0)( ≡xQ  болсо, сызыктуу бир тектүү деп аталат. 
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(5)-теңдемени Бернулли методу менен интегралдоону карайлы. 

Төмөнкү белгилөөнү киргизебиз:  

),()()( xxuxy ϑ=                 (6) 

мында )(xu жана )(xϑ -эки белгисиз функциялар. Анда (5)-

теңдеме төмөнкү түргө келет: 

).(])([

),()(

,,

xQuxPu

xQuxPuu

uuyuy

=′++′
=+′+′

′+′=′=

ϑϑϑ
ϑϑϑ

ϑϑϑ

   (7) 

Эки белгисиз функциянын бирөө (мисалы ϑ ) каалагандай 

тандалып алынышы мүмкүн. ϑ  функциясы катарында 

0)( =+′ ϑϑ xP теңдемесинин каалагандай жекече чыгарылышы 

кабыл алынышы мүмкүн (мисалы, ∫= − dxxPe )(ϑ ). Анда (7)-

теңдеме төмөнкү түргө келет: 

)(xQu =′ϑ   же  ,)(
)( )(∫==′ dxxPexQ

xQ
u

ϑ  

∫ ∫+= .)( )( dxexQCu dxxP
 

(5)-теңдеменин жалпы чыгарылышы (6) - формула боюнча 

табылат: 

.])([
)()(

∫
∫+∫==

−
dxexQceuy

dxxpdxxPϑ  

1-мисал. Биринчи тартиптеги сызыктуу дифференциалдык 

теңдеменин жалпы чыгарылышын тапкыла. 

.xeyy =−′  

Чыгаруу. 

ϑϑϑ ′+′=′= uuyuy ,  
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Берилген теңдемеге yy ′, тин маанилерин коебуз: 

,)(

,
x

x

euu

euuu

=−′+′

=−′+′

ϑϑϑ

ϑϑϑ

 

1) 0,0,0 =−=−=−′ dx
d

dx

d

ϑ
ϑϑϑϑϑ  

Өзгөрмөлөрү ажыратылган теңдемени интегралдайбыз: 

 

∫∫ === .,ln, xexdx
d ϑϑ
ϑ
ϑ

 

2) xeu =′ϑ  

ϑ нын ордуна табылган маанини коебуз: 

.,

,,1,,

Cxudxdu

dxdu
dx

du
ee

dx

du
eeu xxxx

+==

====′

∫ ∫
 

xeCxuy )( +== ϑ -жалпы чыгарылыш. 

2-мисал. Сызыктуу дифференциалдык теңдеменин жалпы 

чыгарылышын тапкыла. 

.cos2 xytgxy =⋅−′  

Чыгаруу.                   ϑϑϑ ′+′=′= uuyuy ,  

Берилген дифференциалдык теңдемеге yy ′, тин маанилерин 

коебуз: 

.cos2)(

,cos2

xtgxuu

xutgxuu

=−′+′
=⋅−′+′

ϑϑϑ
ϑϑϑ

 

1) ,0,0 =−=−′ ϑϑϑϑ tgx
dx

d
tgx  
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    ∫ ∫ =−== .
cos

1
,coslnln,

x
xtgxdx

d ϑϑ
ϑ
ϑ

 

2) ,cos2,cos2 x
dx

du
xu ==′ ϑϑ  

   .cos2
cos

1
,cos2 xdxdu

x
xdxdu ==ϑ  

Эки жагын тең cosx ка көбөйтөбүз:  

xdxdu 2cos2=  

Акыркы барабардыктын эки жагын тең интегралдайбыз: 

∫ ∫ ∫ ++=+=+== ,2sin
2

1
)2cos1(

2

1
2)2cos1(

2

1
2cos2 2 Cxxdxxdxxxdxu

 

)2sin
2

1
(

cos

1
Cxx

x
uy ++== ϑ -жалпы чыгарылыш. 

3-мисал. Сызыктуу дифференциалдык теңдеменин жекече 

чыгарылышын тапкыла. 

.5.11,2 3 ===− yxx
x

y

dx

dy
 

Чыгаруу. 

,2 3x
x

y
y =−′  

                                  ϑϑϑ ′+′=′= uuyuy , , 

,)
2

(,2 33 x
x

uux
x

u
uu =−′+′=−′+′ ϑϑϑϑϑϑ  

1) ,02,0
2 =−=−′

xdx

d

x

ϑϑϑϑ  

Акыркы теңдеменин өзгөрмөлөрүн ажыратып, 

интегралдайбыз: 
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∫ ∫== ,2,2
x

dxd

x

dxd

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

 

 

,,ln2ln 2xx == ϑϑ  

2) 
323, xx

dx

du
xu ==′ϑ  

Теңдеменин эки жагын тең x2 ка кыскартып, өзгөрмөлөрүн 

ажыратабыз: 

,, xdxdux
dx

du ==  

∫ ∫ +== ,
2

,
2

C
x

uxdxdu  

)
2

(
2

2 C
x

xuy +== ϑ -жалпы чыгарылыш. 

Жалпы чыгарылышка баштапкы маанилерди коюп, турактуу 

С ны табабыз:   

 

,1,1)
2

1
(5.1 =+= CC  

 

−+== )1
2

(
2

2 x
xuy ϑ жекече чыгарылыш. 
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5. Тапшырмалар 
 

I.Төмөнкү дифференциалдык теңдемелердин өзгөрмөлөрүн 

ажыратуу аркылуу жалпы жана жекече чыгарылыштарын 

тапкыла: 

1. ;0)1()1( =−++ dyydxx  

2. ;0)1()1(8 =++− dyydxx  

3. ;0)5()4( =−++ dyxdxy  

4. ;04)5( =−+ dydxx  

5. ;031 2 =−− dxdyx  

6. ;1,3;02 ===− yxdyxdx  

7. ;2,1,02 ===− yxydydx  

8. ;10,1,0)1()4( ===+−− yxdyxdxy  

9. ;1,3,0)3()2( −===+−− yxdxydyx  

10. ;8,4,0)5( =−==−+ yxdyyxdx  

11. ;0)1( =++ dyxxydx  

12. ;12 xydydxy =+  

13. ;1)0(,02)1( 22 ==+′− yxyyx  

14. ;1)0(,2 −==+′ yyctgxy  

15. ;5.0)1(,2 ==+′ yyyyx  

 

II. Төмөнкү бир тектүү биринчи тартиптеги 

дифференциалдык теңдемелерди чыгаргыла: 

16. ;0)2( =−+ xdydxyx  
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17. ;0)()( =++− dyyxdxyx  

18. ;0)2( 22 =+− dyxdxxyy  

19. );2(2 223 yxyyx −=′  

20. ;22 yxyyxy ′=′+  

21. ;2)( 22 xyyyx =′+  

22. ;
x

y
xtgyyx =−′  

23. ;x

y

xeyyx −=′  

24. ;0)()2( 22 =−++ dyyxdxyxx  

25. ;
2

3

x

yx
y

+=′  

26. ;
2

x

yx
y

−
+=′  

27. ;
2

x

yx
y

+=′  

28. ;
2yx

yx
y

−
−=′  

29. ;
yx

y
y

+
=′  

30. ;ydyydxxdy =−  

III. Биринчи тартиптеги сызыктуу дифференциалдык 

теңдемелердин жалпы жана жекече чыгарылыштарын тапкыла: 

31. ;22 4xyyx =−′  

32. ;24)12( yxyx +=′+  
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33. ;secxytgxy =+′  

34. ;0)( =−+ xdydxexy x  

35. ;012 =++′ xyyx  

36. );cos( xxyxy −′=  

37. ;)(2 2 dydxyxx =+  

38. ;)( 2 ydxdyyx =+  

39. ;
3 2yx

y
y

−
=′  

40. );1()21( −=′− yyyxy  

41. ;1,1,
23
3

===+′ yx
x

y
x

y  

42. ;0,0,12 ===−′ yxxyy  

43. ;0,0,2 ==+=′ yxyxyx  

44. ;0,0,
2

1 ==+=′ yxyxyx  

45. ;0,0, ==−=′ yxyxyx  

46. ;0,0, ==+=′ yxyxyx  

 

Жооптор 

1. ;222 )1()1( Cyx =−++  

2. );ln(Cxxy =  

3. ;)4)(5( Cyx =+−  

4. ;
ln x

x
y =  
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5. ;arcsin3 Cxy +=  

6. ;54,4 22 +=+= yxCyx  

7. ;)sin( C
x

y
x =  

8. ;73),41( +=++= xyxCy  

9. ;3 3323 Cyyxx =−+  

10. ;25)5(,)5( 22222 =−+=−+ yxCyx  

11. ;1,)1( −=+= − xexCy x  

12. ;1ln 2 ++= yCx  

13. [ ] ;11)1ln(,0,1)1(ln 22 =+−==+− xyyCxy  

14. ;cos32,cos2 xyxCy −=+=  

15. ;1)1(,0,1)1( =+==− xyyCxy  

16. ;0,2 ==+ xCxyx  

17. );(2)ln( 22

x

y
arctgCyx −=+  

18. ;0,)( ==− yCyxyx  

19. ;0,ln =±= yCxyx  

20. ;x

y

Cey =  

21. ;0,22 ==− yCyxy  

22. ;sin Cx
x

y =  

23. ;lnln Cxxy −=  
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24. ;3 323 Cyyxx =−+  

25. );0(,
2

3

≠−= xxxCy  

26. );0(,
3

12 ≠−= − xxCxy  

27. );0(,ln2 ≠+= xxxCxy  

28. ;22 22 Cyxyx =+−  

29. );0(),ln( ≠+= yyCyx  

30. );0(),ln( ≠−= yyCyx  

31. ;42 xCxy +=  

32. ;1)12ln)(12( ++++= xCxy  

33. ;cossin xCxy +=  

34. ;0),(ln =+= xCxey x  

35. ;ln xCxy −=  

36. );sin( xCxy +=  

37. ;122
−−= xCey x  

38. ;,2 oyCyyx =+=  

39. ;,23 oyyCyx =+=  

40. ;1,0,ln)1( 2 ==−=− yyCyyxy  

41. ;
21
23 xx

y +−=  

42. ;
22

0

dxeey x
x

x −
∫=  
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43. );0(0),0(2 ≠=≠−= yxxxCxy  

44. );0(0),0(2 ≠=≠+= yxxxxCy  

45. );0(0),0(
2

1 ≠=≠= yxxxy  

46. );0(0),0(ln ≠=≠+= yxxxxCxy  
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