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ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО ПЕРИОДА РАБОТЫ

ДОБЫВАЮЩИХ ПРЕДПРИЯТИЙ

В практике широко применяется линейная задача размещения по критерию минимума суммарных затрат для определения оптимального объёма производства продукции или переработки.  В работе рассматривается нелинейная задача размещения, которая сформулирована как задача определения оптимальной схемы расположения добывающих предприятий, периода их  работы и соответствующие объёмы добычи. Предлагается метод и алгоритм решения сформулированной нелинейной задачи размещения. 
Постановка задачи может быть записана следующим образом. Имеется  m возможных пунктов добычи сырья  Ai,  i=1,2,…,m.  Каждый возможный пункт Ai,  i=1,2,…,m,  по объективным причинам  (в зависимости от периода времени года)  добывает сырье  в различных объемах  xik,   i=1,2,…,m,   k=1,2,…,p . Объем   сырья в  пунктах добычи  по каждому периоду предполагается ограниченным сверху величиной  Dik,   т.е. 0(xik(, Dik ,  i=1,2,…,m,   k=1,2,…,p.


Добытое сырье поставляется на  n  существующих пунктов потребления Bj,  j=1,2,…,n   с известными объёмами потребления  bj(0,   j=1,2,…,n.


Известны матрица транспортных расходов  с =
[image: image234.wmf] и  функция  (ik(xik),  i=1,2,…,m,   k=1,2,…,p,  отражающая зависимость стоимости добываемого сырья от объема добычи  xik,   i=1,2,…,m,   k=1,2,…,p  пункта  i  на k-ом  периоде, т.е.     
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где    Tik  - фиксированные затраты i –го  пункта добычи сырья, если она будет работать в k-ом  периоде.


Требуется определить оптимальную схему размещения пунктов добычи  сырья, объемы добычи в каждом периоде xik , i=1,2,…,m, k=1,2,…,p и объемы перевозок xijk , i=1,2,…,m, j=1,2,…,n, k=1,2,…,p, при которых суммарные затраты на добычу сырья и ее транспортировку были бы минимальными, т.е. требуется найти наименьшее значение функционала 
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               xik(0, xijk(0,   i=1,2,…,m,   j=1,2,…,n,  k=1,2,…,p,                            (5)

где     x=(( xijk (m,n,  k=1,2,…,p(,      
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Предполагается, что суммарный объем потребления  сырья не превышает суммы верхних границ объемов добычи сырья,  т.е.
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Для решения экстремальной задачи (1)-(5) воспользуемся методом последовательных расчетов (1(.  Для этой цели преобразуем её.

Введем условный пункт добычи сырья   A0   с  искомым  объемом добычи в   каждом   периоде   x0k,,    k=1,2,…,p,    ограниченным сверху величиной  D0k=
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,   k=1,2,…,p,   и со сколь угодно большими постоянными транспортными расходами   c0jk = M,  j=1,2,…,n,   k=1,2,…,p,   с функциями   (0k(x0k)=0,   k=1,2,…,p.


Обозначим через   I=(0,1,2,…,m( -  множество индексов пунктов добычи сырья.


Кроме того, каждый пункт добычи сырья   Ai,  i=0,1,2,…,m,  будем рассматривать как множество пунктов добычи  Aik,  i=0,1,2,…,m,  k=1,2,…p. Тогда каждому пункту добычи  Aik  будет соответствовать  некоторый заранее неизвестный объем добычи  xik,,   ограниченный сверху величиной   Dik , i=0,1,…,m,  k=1,2,…,p.  Соответственно, объем перевозок из  Aik  в   Bj  будет  xikj,  а затраты на перевозку единицы веса сырья  - cikj.


Обозначим через (i   множество пар индексов  (ik(,  k=1,2,…,p,   а через  ((I) -    объединение  множество   
[image: image11.wmf]I
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Тогда, согласно принятым  обозначениям, задачу (1)-(5) запишем в виде.


Найти минимум
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 xi(0,  xik(0,  xikj(0,   ik(((I),   j=1,2,…,n, i(I,                                            (11)

где     
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Обозначим через  ((()   произвольное подмножество множества  ((I) , состоящее из объединений подмножеств  (i , i((    т.е.  ((()=
[image: image20.wmf],
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  где   (i  и  (  -  подмножества множеств  (i  и  I   соответственно.


В дальнейшем будем считать, что элементы множества  (0   являются элементами любого подмножества  ((()(((I).

Тогда на каждом подмножестве    ((()(((I)    может быть определено значение функционала

L(
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xi(0,  xik(0,  xikj(0,   ik(( ((),   i((,   j=1,2,…,n,                                  (16)


Обозначим через   P(((())  минимальное значение функционала (12) при ограничении  (13)-(16), т.е. P(((())=
[image: image26.wmf]x
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Тогда исходная задача может быть сформулирована следующим образом.


Требуется определить такое подмножество 
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Одним из возможных путей решения сформулированной задачи является полный перебор всех подмножеств. Однако такой подход невозможен из-за большого числа подмножеств  ((()(((I). В этой связи для решения поставленной задачи воспользуемся  алгоритмом метода последовательных расчетов, предложенный Э.Г.Ланге , А.Жусупбаевым [2].


Достаточное условие применимости  для нахождения наименьшего значения
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S((1((1), (2((2))=P((1((1))+P((2((2))-P(((())-P(((
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где  (1((1), (2((2)   произвольные подмножества множества  ((I), а

((()=(1((1)( (2((2),   ((
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)=(1((1)((2((2).
Покажем, что  P(((())   удовлетворяет условию (17) для любого   (1((1)  и 

 (2((2) (((I).    


Так как  
P(((())=
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Следовательно, для рассматриваемой задачи условие  (17) запишется в виде

      S((1((1), (2((2)) = 
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Доказательство условия (18) проводим аналогично приведенному в (2(.


Предположим, что для задачи (12)-(16) на множествах  (1((1), (2((2)       имеются допустимые  планы (
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где  {
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Тогда для доказательства неравенства (18) достаточно показать, что
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Нетрудно установить, что для таких допустимых планов неравенство (23) выполняется. 

Действительно, из введения   ((()   и  
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 следует равенство    
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Докажем теперь существование таких допустимых планов 
[image: image90.wmf](

)

{

}

1

1

w

d

ikj

x

, 
[image: image91.wmf](

)

{

}

2

2

w

d

ikj

x

, которые удовлетворяют условиям (19)-(22).


Для доказательства этого утверждения поступаем следующим образом. Множество индексов потребителей сырья обозначим через J, т.е. j=1,2,…,n. В дальнейшем будем рассматривать множество J как объединение четырех непересекающихся подмножеств: J1, J2, J3, J4, т.е. J= J1( J2(J3(J4.
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Установим теперь совместность следующей системы:
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 Условия (35)-(40) являются ограничениями типа транспортных с ограничениями по пропускным способностям  на объемы производства. Поэтому для доказательства совместность системы (35)-(40) достаточно показать выполнение неравенств:
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В силу равенств
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условия (41) и (42) выполняются тривиально. 

Покажем выполнение неравенства (43). Для этой цели запишем выражение  
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Кроме этого известна справедливость неравенства
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Тогда, сравнивая равенства (44), (45) и (46), убеждаемся в справедливости неравенства (43), т.е.
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Таким образом, существование решения 
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Определим 
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и покажем, что план 
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Подставляя значения  
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откуда    
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Далее, подставляя значения  
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 соответственно в (35)-(38), после преобразования имеем соответственно равенства 
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Сравнивая полученные равенства с соотношениями (25), (27), (29) и (31), приходим к выводу о существовании планов 
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(, удовлетворяющих условиям (19)-(22).


Таким образом, достаточное условие  применимости алгоритма методом последовательных расчетов  (17) к задаче доказана.


Применение этого алгоритма к задаче позволяет определить все локальные минимумы, в том числе, и глобальный.


Теперь о способе определения значения   P(((())=
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Метод нахождения минимального значения целевой функции (12) при ограничениях (13)-(16) для любого 
[image: image145.wmf]((()(((I)  имеет существенное значение.


Задача (12)-(16) для любого 
[image: image146.wmf]((()(((I) является  специальной задачей математического программирования и метод решения достаточно прост. Для любого 
[image: image147.wmf]((()(((I) задача (12)-(16) преобразуется к виду. 


Найти минимум
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при ограничениях
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Решая задачу известным стандартным методом, определяем значения P(((()),  ((()(((I).

Для иллюстрации алгоритма, приведенного в (2(, рассмотрим пример с тремя возможными пунктами добычи (i=1,2,3), с двумя возможными периодами работы  (k=1,2)  и пятью пунктами потребления сырья (j=1,2,3,4,5). Максимально возможныый объём добычи сырья каждого пункта добычи  по периодам и объём потребности  каждого потребителя  заданы векторами :    
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b

=(30, 25,40, 45, 20(. Известна матрица транспортных  расходов по периодам: 
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Кроме того, заданы  функции, отражающие зависимость стоимости добываемого сырья (с учетом капвложения)  от объема добычи в каждом периоде, т.е. имеет вид:
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Требуется определить оптимальную схему размещения пунктов добычи сырья, объемы добычи в каждом периоде xik  и объёмы перевозок   xikj , при которых суммарные затраты на добычи сырья и её транспортировку  были бы минимальны.


Математическая модель задачи записывается в следующем виде.

Найти минимум

L(x)=5x111+6x112+5x121+6x122+6x131+6x132+14x141+20x142+16x151+

              +30x152+15x211+18x212+8x221+10x222+3x231+3x231+8x241+10x242+9x251+ 

             +9x252+20x311+20x312+15x321+16x322+3x331+3x332+3x341+3x342+3x351+

             +3x352+2x11+sign(x11)+3x12+150sign(x12)+3x21+180sign(x21)+x22+

             +200sign(x22)+4x31+120sign(x31)+x32+200sign(x32)
                                    (52)

при ограничениях
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Введем условный пункт добычи сырья А0  с искомым объемом добычи x0k, к=1, 2, ограниченным сверху величиной 
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 к=1, 2,  и со сколь угодно большими транспортными расходами 
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Обозначим через 
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- множество индексов пунктов добычи сырья, а всевозможные подмножества множества  I  обозначим через:
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Преобразуем задачу (1)-(5) к виду: 

Найти минимум
L(x, ((I))=100x011+100x021+100x012+100x022+100x013+100x023+100x014+

           +100x024+100x015+100x025+7x111+9x121+7x112+9x122+8x113+9x123+16x114+

           +23x124+18x115+32x125+18x211+19x221+11x212+11x222+6x213+4x223+11x214+

           +11x224+12x215+10x225+24x311+21x321+19x312+17x322+7x313+4x323+7x314+

           +4x324+7x315+4x325+130+150+180+200+120+200                              (57)                     

при ограничении
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Числовые данные задачи (57)-(61) можно представить в виде следующей таблице:
	
	В1
	В2
	В3
	В4
	В5
	

	
	30
	25
	40
	45
	20
	Тik

	0
	A0
	A01
	160
	100
	100
	100
	100
	100
	0

	
	
	A02
	160
	100
	100
	100
	100
	100
	0

	1
	A1
	A11
	60
	7
	7
	8
	16
	18
	130

	
	
	A12
	70
	9
	9
	9
	23
	32
	150

	2
	A2
	A21
	80
	18
	11
	6
	11
	12
	180

	
	
	A22
	100
	19
	11
	4
	11
	10
	200

	3
	A3
	A31
	60
	24
	19
	7
	7
	7
	120

	
	
	A32
	90
	21
	17
	4
	4
	4
	200



Для краткости записи процесс нахождения 
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 и сам процесс работы алгоритма  опустим. 

Приведенная задача имеет единственное решение. Оптимальным вариантом является  
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=(11,31,32(. Ему  соответствует решение:

   объём добычи сырья по каждому пункту xi : x1 =55,  x2 =0,  x3 =105,   

   по периодам  xik :   x11 =30, x12 =25, x21 =0, x22 =0, x31 =15, x32 =90  и объёмы перевозок  
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  x331=15, x332=25, x342=45, x352=20. При этом определено значение P(
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Таким образом, использование алгоритма, предложенный в [2], позволило  перебрать 54 вариантов из 64 возможных. При этом определены  все варианты  
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)=1345,  где  L(x,((I))  достигает своих  локальных минимумов,  в том числе и глобальный. 
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