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ОПТИМАЛЬНАЯ  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ  ПРОЦЕДУРА

ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО  РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ  

В данной статье для приближенного решения уравнения теплопроводности рассматривается разностная схема, зависящая от параметра. Уточняется порядок  аппроксимации этой  схемы  и  предлагается оптимальный вариант проведения расчетов.

Пусть рассматривается дифференциальная начально-краевая задача
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Корректность постановки такой задачи доказана в теории уравнений математической физики, например в [5].
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Введем следующие обозначения   
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Начально-краевые условия дифференциальной  задачи (1) аппроксимируются точно. 
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Разложим функции  
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Разложим теперь функции  
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Теперь нетрудно вывести, что
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С учетом (4) и (5)  равенство  (3)  приобретает вид:
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Далее возможны 3  известных основных случая.
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Обычно порядок аппроксимации в этом случае полагают равным  
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Действительно, с учетом равенства 
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Тогда  получаем схему с порядком аппроксимации   
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Для  реализации расчетов по схеме (2) запишем ее в виде 
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и используем метод прогонки. Сходимость метода прогонки на каждом временном слое обеспечивается условием диагонального преобладания:    
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Для практической пригодности схемы (2) нужна еще ее устойчивость. Схема  называется устойчивой, если ошибки, обусловленные неточностью физических экспериментов или округлениями  ЭВМ, не возрастают в процессе вычислений. Как известно из теории разностных схем [1,2,4], для устойчивости схемы (2) достаточно выполнения неравенства     
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Рассмотрим теперь три схемы: неявную схему с опережением (
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Проанализируем  различные соотношения между шагами сетки.

1)  Возьмем   
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    схемы  Кранка-Николсона и повышенной точности имеют  “почти одинаковые”  порядки аппроксимации 


[image: image142.wmf])

(

2

2

t

d

O

=



 EMBED Equation.3  [image: image143.wmf])

(

2

h

O

+

 ~ 
[image: image144.wmf])

(

2

h

O

,         
[image: image145.wmf])

(

2

3

t

d

O

=



 EMBED Equation.3  [image: image146.wmf])

(

2

h

O

t

+


[image: image147.wmf])

(

4

h

O

+

 ~ 
[image: image148.wmf])

(

2

h

O

.

Для схемы с опережением этот порядок ниже:   
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Наши теоретические выводы подтверждаются численными экспериментами.

Расчеты проводились на модельной задаче 
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с известным точным решением   
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Для случая 
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 приводим таблицу зависимости  максимальной погрешности приближенных вычислений     
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Как видно из этой таблицы, при  
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  и  небольших   N, M  максимальная погрешность схемы повышенной точности  примерно в 10 раз меньше погрешности схемы  Кранка-Николсона. Грань между этими схемами стирается (
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2)  Рассмотрим  теперь  случай   
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  схема повышенной точности достигает  своего максимального порядка аппросимации
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Схема с опережением и схема Кранка-Николсона в данном случае имеют   одинаковые порядки аппроксимации     
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Таблица зависимости   
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3)  Рассмотрим случай, когда шаг по времени остается фиксированным, а шаг по пространственной переменной стремится к нулю:   
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Нетрудно заметить, что     
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Результаты расчетов при фиксированном  M:
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Как показывают расчеты, при фиксированном шаге по времени дальнейшее измельчение шага   
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  не приводит к существенному уменьшению погрешности.

Это объясняется тем, что при  
[image: image299.wmf]0

t

t

=

, 
[image: image300.wmf]0

®

h

 начинает нарушаться условие диагонального преобладания. Такая вычислительная процедура, следовательно, не оптимальна, к тому же  
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,  т.е. схема повышенной точности приобретает черты  схемы  Кранка-Николсона.  

4) Пусть теперь фиксирован шаг по пространственной переменной, а шаг по времени стремится к нулю:     
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Таблица зависимости  максимальной погрешности от параметра 
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  для этого случая:
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Отсюда видно, что в случае  
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 происходит заметное ускорение уменьшения погрешности, чем в случае   
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На основе теоретических положений и проведенных численных экспериментов делаем следующие выводы:

· Схема повышенной точности имеет максимальный порядок аппроксимации     
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· При проведении расчетов независимо от вида применяемой схемы предпочтительнее измельчать шаг  
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 к такому результату не приводит. Например, для достижения точности порядка 
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 вместо   N=100,   M=100  эффективнее  выбрать  N=12 ,  M=144.    Так, мы примерно  в  
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  раз  экономим память ЭВМ  и  столько же  раз сокращаем общее время расчетов.

Приводим текст программы расчетов:
CLS: a = 1: c = 3.14159: n = 10: m = 100: h = 1 / n:  tau = 1 / m 

s = tau * a ^ 2:  teta2 = 1 / 2 - h ^ 2 / (12 * s)

DIM u(m + 1, n + 1), ut(m + 1, n + 1), w(m, n - 1), K(n), l(n)

DEF fnUU (t, x) = EXP(t) * SIN(c * x)

DEF fnF (t, x) = fnUU(t, x) * (1 + (a * c) ^ 2)

DEF fnFd (t, x) = -c ^ 2 * fnF(t, x)

PRINT "Выбирайте схему:": PRINT

PRINT "Явная схема                                               - 1"

PRINT "Неявная схема с весом единица              - 2"

PRINT "Схема Кранка-Николсона                        - 3"

PRINT "Схема высокого порядка                         - 4"

PRINT "Неявная схема с произвольным весом   - 5": PRINT

INPUT "Введите номер выбранной Вами схемы"; vybor: PRINT

SELECT CASE vybor

        CASE 1

             teta = 0:

        CASE 2

             teta = 1:

        CASE 3

             teta = 1 / 2:

        CASE 4

             teta = teta2: ind = 4

        CASE 5

             PRINT "Для произвольной схемы выбирайте вес из интервала (0,1)"

             INPUT "teta= "; teta

END SELECT

IF teta > .5 - h ^ 2 / (4 * s) THEN 2

      PRINT "Устойчивости может не оказаться. Хотите продолжать расчеты?"

     INPUT "'Да' - 1, 'Нет' - 0"; q:  IF q = 0 THEN 3

2  A1 = -s * teta:   B1 = h ^ 2 - 2 * A1:   C1 = A1
    FOR i = 0 TO n:     u(0, i) = fnUU(0, i * h):  NEXT i

    FOR j = 1 TO m:    u(j, 0) = fnUU(j * tau, 0):    u(j, n) = fnUU(j * tau, 1): NEXT j

max = 0

FOR j = 0 TO m - 1

    K(0) = 0:    l(0) = u(j + 1, 0)

    FOR i = 1 TO n - 1

        t = j * tau:        x = i * h:        g = fnF(t + tau / 2, x)

        IF ind = 4 THEN g = g + h ^ 2 * fnFd(t + tau / 2, x) / 12

        w(j, i) = h ^ 2 * (u(j, i) + tau * g) + s * (1 - teta) * (u(j, i - 1) - 2 * u(j, i) + u(j, i + 1))

        d = A1 * K(i - 1) + B1:     K(i) = -C1 / d:      l(i) = (w(j, i) - A1 * l(i - 1)) / d

    NEXT i

    FOR i = n - 1 TO 1 STEP -1

        u(j + 1, i) = K(i) * u(j + 1, i + 1) + l(i):  
        ut(j + 1, i) = fnUU((j + 1) * tau, i * h)

        pog = ABS(u(j + 1, i) - ut(j + 1, i)):     
        IF max < pog THEN max = pog

        PRINT "u("; j + 1; ","; i; ")="; USING "##.############"; u(j + 1, i);

        PRINT " ut("; j + 1; ","; i; ")="; USING "##.############"; ut(j + 1, i)

    NEXT i

NEXT j

     PRINT "Максимальная абсолютная погрешность расчетов":  PRINT  max

3   END
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