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ИНТЕРПРЕТАЦИЯ  НА  ЭВМ  КРУГОВОГО СВОЙСТВА ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ  

 
Написана и отлажена  диалоговая  программа, осуществляющая  дробно-линейное преобразование окружностей и прямых комплексной плоскости.

Теория функций комплексного переменного (ТФКП) находит самое широкое применение как внутри самой математики, так и за её пределами - в гидро-                      и аэродинамике, теории упругости, теоретической физике и.т.д.;  как фундаментальная учебная дисциплина изучается студентами физико-математических специальностей  вузов. Данная статья  посвящена использованию  возможностей  ЭВМ  в  ТФКП. 
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- аналитическая функция комплексного аргумента, определенная в области  
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.  Как известно из  учебников и учебных пособий по ТФКП, например из [1], [2],  в тех точках  
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, функция 
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 обладает так называемым свойством конформности. Ряд замечательных свойств конформных отображений и связанные с ними  понятия консерватизма углов, постоянства искажения масштаба, образа отображения, области однолистности, точек ветвления, римановых поверхностей многозначных функций и т.д.  в достаточно полной мере освещены в многочисленной учебной литературе и подтверждены таким же множеством примеров.

Тем не менее, в процессе изложения или изучения материала, касающегося конформных отображений,  нередко сталкиваемся с определенными трудностями. Это связано в первую очередь с особенностями  изучаемого объекта - поведение функции комплексного переменного трудно представить наглядно. На практике встречаются два случая.

1 случай. При заданном отображении 
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  вообще невозможно  определить, что же из себя представляет линия 
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- образ заданной гладкой кривой линии 
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. Тем самым нет никакой возможности начертить 
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 аналитическими методами. Во избежание этого случая, в учебниках обычно предлагаются  «удобные» примеры и задачи для решения.

2 случай. Проведя более или менее сложные преобразования и проявляя изобретательность, возможно определить тип  
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 и начертить её.

Но даже во втором случае, определив тип 
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, человек всё-же не может  одновременно начертить две линии: 
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 и её образ 
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, строго соблюдая координаты и «скорости движения» их точек с тем, чтобы передать точную и синхронную картину поведения этих линий. 

Ситуация меняется  с привлечением  компьютера. Независимо от того, какой из перечисленных случаев имеет место, возможности компьютера  позволяют не только просто начертить линии  
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 и 
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, но  сделать это  в синхронном режиме.  При этом интересно наблюдать на экране, как при равномерном движении точки 
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  «выдает» 
[image: image19.wmf]G

, двигаясь с переменной скоростью: то с большей, то с меньшей,  чем у  
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,  чего на доске или на бумаге показать почти невозможно.

Рассмотрим  дробно-линейную функцию  
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где  
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 - постоянные комплексные числа, причем числа 
[image: image23.wmf]d

c

,

 одновременно не равны нулю. Эта функция определена и дифференцируема во всех точках расширенной комплексной плоскости, за исключением точек  
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Поскольку  
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  при условии  
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то отображение, осуществляемое дробно-линейной функцией, при выполнении (2) конформно и взаимно-однозначно в области 
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, получаемой из расширенной комплексной плоскости исключением точек  
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В случае 
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 получаем линейную функцию 
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, которую можно представить в виде  суперпозиции  поворота: 
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  получаем  функцию 
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Пусть задана линия     
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где   
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действительные числа, причем   
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  одновременно не обращаются в нуль. При 
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  получаем прямую.

При  
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 - окружность.

Напомним известные свойства этих функций (см. [1], [2]). 

Функция 
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 переводит  1) любую прямую в прямую;

                                                         2) любую окружность в окружность.

Функция 
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  переводит    1) любую прямую  в прямую или окружность;

                                                        2) любую окружность  в окружность или прямую,

причем линия (3) (прямая или окружность) отображается в прямую тогда и только тогда, когда на этой линии лежит точка 
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Представляя функцию  
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 в виде суперпозиции следующих отображений:   
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  и  используя перечисленные свойства, получаем известное круговое  свойство отображения (1), заключающееся в том, что образами прямых и окружностей при отображении (1), удовлетворяющем (2), являются также прямые или окружности, причем образом линии (3) (прямой или окружности) при 
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 является прямая тогда и только тогда, когда  эта линия  проходит через точку  
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Разберем теперь несколько примеров, отражающих это свойство.

Пример 1. Найти образ окружности 
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Поскольку  точка 
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  принадлежит окружности 
[image: image60.wmf]2

/

1

=

+

i

z

, то образом этой окружности будет прямая. Найдем эту прямую.

Представим окружность в виде  
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Следовательно, образом  окружности  
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 этой окружности, получаемая при   
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, отображается в бесконечно удаленную точку на прямой.  


Интересно исследовать картину этого отображения. Точке 
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Приведем текст диалоговой программы ТФКП.BAS, осуществляющей это отображение на компьютере. Нажатием на  1  в программе выбирается окружность.

Далее вводятся радиус, координаты центра заданной окружности  R, x0, y0:   0.5, 0, -1 

и  коэффициенты заданной дробно-линейной функции   Rea, Ima, Reb, Imb:  1, 0, 0, -1,

Rec, Imc, Red, Imd:  2, 0, 0, 1.

  REM* ТФКП.BAS

  DEF fnMod (x, y) = SQR(x ^ 2 + y ^ 2)                                       

  DEF fnArg (x, y)

          IF x <> 0 THEN                                                          

                                 arg = ATN(y / x)                                              

                                 IF arg < 0 THEN arg = arg + pi                       

                          ELSE                                                          

                          IF y >= 0 THEN arg = pi / 2 ELSE arg = -pi / 2

         END IF                                                                  

         fnArg = arg                                                            

  END DEF                                                                  

  DEF fnRe (x1, y1, x2, y2) = x1 * x2 - y1 * y2                               

  DEF fnIm (x1, y1, x2, y2) = x1 * y2 + y1 * x2                              

  DEF fnU (x, y, l, a, Re) = l * (x * COS(a) - y * SIN(a)) + Re              

  DEF fnV (x, y, l, a, Im) = l * (x * SIN(a) + y * COS(a)) + Im             

  CLS : pi = 3.14159:  h = 2 * pi / 10000                                     

  INPUT "Образ какой линии Вам построить?: Окружность- 1; Прямая линия- 0 ", s                                              

  IF s = 1 THEN                                                               

                         k = 1: i = 1: j = 0                                            

                  INPUT "R, x0, y0: ", R, x0, y0                                   

           ELSE                                                               

                  k = 5: i = 0: j = 1                                           

                  INPUT "m, x0, n, y0: ", m, x0, n, y0                     

  END IF 

  PRINT "Введите коэффициенты дробно-линейной функции"                                                                 

1 INPUT "Rea,Ima,Reb,Imb:", Rea, Ima, Reb, Imb                               

  INPUT "Rec,Imc,Red,Imd: ", Rec, Imc, Red, Imd                               

  Re1 = fnRe(Rea, Ima, Red, Imd): Im1 = fnIm(Rea, Ima, Red, Imd)              

  Re2 = fnRe(Reb, Imb, Rec, Imc): Im2 = fnIm(Reb, Imb, Rec, Imc)              

  Re3 = Re2 - Re1: Im3 = Im2 - Im1                                            

  IF (Re3 = 0) AND (Im3 = 0)THEN PRINT "Введите заново": GOTO 1                   

  IF (Rec = 0) AND (Imc = 0) THEN

        modd = fnMod(Red, Imd) ^ 2                                              

        Rea1 = fnRe(Rea, Ima, Red, -Imd) / modd 

        Ima1 = fnIm(Rea, Ima, Red, -Imd) / modd                                 

        Reb1 = fnRe(Reb, Imb, Red, -Imd) / modd                                 

        Imb1 = fnIm(Reb, Imb, Red, -Imd) / modd                                 

  ELSE                                                                        

        modc = fnMod(Rec, Imc) ^ 2: p = 1                              

        Rea1 = Rec: Ima1 = Imc: Reb1 = Red: Imb1 = Imd                          

        Rea2 = fnRe(Re3, Im3, Rec, -Imc) / modc                                 

        Ima2 = fnIm(Re3, Im3, Rec, -Imc) / modc                                 

        Reb2 = fnRe(Rea, Ima, Rec, -Imc) / modc                                 

        Imb2 = fnIm(Rea, Ima, Rec, -Imc) / modc                                 

  END IF                                                                      

  moda1 = fnMod(Rea1, Ima1): arga1 = fnArg(Rea1, Ima1)                        

  moda2 = fnMod(Rea2, Ima2): arga2 = fnArg(Rea2, Ima2)                        

  SCREEN 12: minX = -4: maxX = 4: minY = -4: maxY = 4                         

  WINDOW (minX, maxY)-(maxX, minY):PRINT "w=(az+b)/(cz+d)"                   

  FOR j = -4 TO 4: LINE (minX, j)-(maxX, j), 8                                

  LINE (j, minY)-(j, maxY), 8: NEXT j                                         

  LINE (minX, 0)-(maxX, 0), 1: LINE (0, minY)-(0, maxY), 1                    

  FOR t = -k * pi TO k * pi STEP h

  x = x0 + i * R * COS(t) + j * m * t        

  y = y0 + i * R * SIN(t) + j * n * t                                         

  u = fnU(x, y, moda1, arga1, Reb1)

  v = fnV(x, y, moda1, arga1, Imb1)          

  IF p <> 1 THEN 2                                                            

  s = u ^ 2 + v ^ 2: u1 = u / s: v1 = -v / s                               

  u = fnU(u1, v1, moda2, arga2, Reb2)

  v = fnV(u1, v1, moda2, arga2, Imb2)                                    

2 PSET (x, y), 4: PSET (u, v), 2: NEXT t: END 


Пример 2. Найти образ окружности 
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Точка 
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, следовательно, образом этой окружности будет окружность. Найдем эту окружность.

Поскольку  
[image: image105.wmf]2

2

)

(

=

+

-

-

-

=

-

i

i

i

i

i

w

  и  
[image: image106.wmf]0

2

)

(

=

+

-

=

i

i

i

i

i

w

,  то искомой окружностью будет  
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. Введя  R, x0, y0:   1, 0, 0,  это можно проверить на компьютере.

Пример 3. Найти образ прямой  
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Поскольку эта прямая проходит через 
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Заданную прямую представим в параметрическом виде: 
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 в (13) и  после несложных преобразований получаем: 
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Отсюда вытекает уравнение образа:  
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Заметим, что 
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В случае  
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 взаимно-однозначно отображается  на  прямую 
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Для реализации этого отображения на компьютере в программе ТФКП.BAS  нужно выбрать прямую, введя  0. Далее вводятся координаты начальной точки и направляющего вектора заданной прямой:   m=1, x0=0, n=0.5,  y0=-0.5. 


В упомянутой программе предусмотрен также случай линейной функции.            

Пример 4. Образом окружности   
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 будет  окружность, задаваемая уравнением:   
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Это отображение осуществляется  при  R, x0, y0:   0.5, 1, -2, 

Rea, Ima, Reb, Imb:  0, 1.5, -5, -2.5,    Rec, Imc, Red, Imd:  0, 0, 1, 0.

Далее на компьютере можно проверить, что при отображении 
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