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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОДНОМЕРНОГО ДВИЖЕНИЯ ВЛАГИ В ПОЧВОГРУНТЕ

Рассматривается одномерная математическая модель процесса влагопереноса, которая является недоопределенной. С помощью аппарата группового анализа систем дифференциальных уравнений становится вполне определенной. Далее предлагается приближенный метод, основанный на методе Ньютона-Канторовича и способ определения произвольных постоянных, возникающих из-за недоопределенности модели.

Рассмотрим одномерное уравнение неразрывности в форме Ричардсона [1]
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и уравнение движения влаги представим в виде
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где t – время [сек]; (=(g - удельная масса влаги [кг/(м2(сек2)]; ( - плотность влаги [кг/м3]; g - ускорение силы тяжести [м/сек2]; z - вертикальная ось, направленная вниз [м]; ( - объемная влажность [безразмерная величина]; k – неизвестный коэффициент влагопроводимости [м/сек]; p - капиллярное давление [кг/(м(сек2)] и w – скорость передвижения влаги [м/сек].

Цель работы - предложить метод, представить некорректно сформулированную модель в виде корректно поставленной модели.

Предположим, что плотность ( есть величина постоянная, капиллярное давление p и коэффициент влагопроводимости k зависят только от объемной влажности (, причем

k(()=(  и  k(()=0.
           



(3)

Здесь (, ( и ( - заданные величины, при этом ( - коэффициент фильтрации [м/сек], ( - пористость грунта [безразмерная величина] и ( - количество связанной воды в долях от общего объема грунта [безразмерная величина]. При таких предположениях из (1) и (2) имеем
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где
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Используя характерное время 
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, вместо рассматриваемых величин введем безразмерные величины:
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В безразмерных переменных уравнение (4) при 
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 не изменяет свою форму.

Опустив для краткости записи черточки над безразмерными величинами, приходим к системе, идентичной с системой (4), (5), представленной в безразмерной форме.

Применим к (4) и (5) аппарат группового анализа дифференциальных уравнений [2]. Инфинитезимальный оператор имеет вид
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где 
[image: image13.wmf]1
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 - некоторые неизвестные функции от (t,z,(,w), дифференцируемые по своим аргументам, называемые координатами оператора Х, подлежащие определению.

Для системы (4), (5) первое продолжение инфинитезимального оператора Х достаточно написать в виде
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где 
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 определяются следующим образом
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Здесь Dt, Dz – операторы полного дифференцирования по t и z, соответственно, т.е.
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Действуя оператором 
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, из системы (4) и (5) имеем
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где Хр - есть результат действие оператором Х к функции р.

Подставляя (9) и (10) в (11) и (12), учитывая (4) и (5), т.е. полагая, что

(t= -wz,     
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получим
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Проведя расщепление уравнения (14) и (15) по переменными wt, wz и проводя элементарные выкладки, имеем определяющие уравнения:
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Предполагая, что k произвольная функция из (18), имеем
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В силу (21) из (17) получим уравнения
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Подставляя (21) и (22) в (20), имеем
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Это значит, что все координаты инфинитезимального оператора Х тривиальны, т.е. этот случай не представляет интерес. Поэтому мы рассмотрим случай, когда функция k непроизвольная, т.е. должна удовлетворять определенному условию.
Заметим, что из (17) надо рассмотреть случаи, когда:

а) f((0;
                                                            (23)

в)f(=0.
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С целью иллюстрации методики ограничимся рассмотрением случая (23). Из (17) имеем
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Подставляя (25) в (16), получим уравнение
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которое в свою очередь приведет к рассмотрению случаев: 
либо
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либо
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Пусть выполняется условие (28), тогда из (26) получим уравнение
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решениями которой является
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где a, b - постоянные интегрирования, такие, что |a|+|b|(0.

Решениями уравнения (30) будут
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где с – постоянное число интегрирования, отличное от нуля.

Подставляя (30) в (25), получим
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Учитывая (33), из (18) имеем
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В силу (33) уравнение (19) примет вид
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Здесь в (34) и (35) вместо f подставим либо (31), либо (32).

Из (34) с целью получения новых базисных операторов можно рассмотреть следующие случаи:
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где 
[image: image55.wmf]с
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 - во всех уравнениях (36)-(39) отличное от нуля постоянное число.

Рассмотрим случай (38). Общим решением уравнения (38) будет функция
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правильность которой проверяется непосредственно подстановкой (40) в (38). В равенстве (40) величины 
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Из (34) имеем 
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а из (35), в силу второго уравнение системы (41), получим
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Решениями уравнения (41) и (42) являются
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Подставляя (43) в (33), имеем
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Из (20), получим
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Здесь вместо k надо полагать либо (31), либо (32), в зависимости от значения a, а вместо k соответствующее значение (40).

Ограничимся рассмотрением случая, когда произвольная постоянная 

а=0.

Тогда из (44) и (45) получим
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соответственно. Напишем инфинитезимальный оператор, отвечающий параметру С1:
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Находим инварианты этого оператора, для чего решим систему ОДУ
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Данная система эквивалентна следующей системе
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решениями которой являются функции
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соответственно. Здесь в (49) 
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 и заменяя их на J1, J2 и J3 соответственно, получим искомые инварианты оператора Х1:
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C помощью этих инвариантов выпишем представления решения системы уравнений в виде
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где
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При этом функции k и f примут вид
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Подставляя (51)-(54) в (4) и (5), получим
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Введем обозначение 
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Учитывая (57) и подставляя (56) в (55), имеем
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В этой системе коэффициенты 
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 являются произвольными постоянными. Они определяются следующим образом. Учитывая первое представление формулы (40) из (3), получим
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Пусть нам будет известно не менее одного значения коэффициента влагопроводимости 
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где 
[image: image98.wmf]k
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 - известное число. Тогда, решая систему (59), (60), находим искомое решение 
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Из (6) и (31), имеем
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Интегрируем уравнение (61)
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где 
[image: image102.wmf]p
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 - постоянное интегрирования. Проводя измерения значения капиллярного давления p по крайней мере в трех различных точках (, находим b, c, 
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Итак, мы сможем вычислить все неизвестные параметры b, c, 
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Для уравнения (58) необходимо иметь краевое условие, для этого рассмотрим начально-краевое условие для систем (1) и (2).

Чтобы описать передвижение влаги внутри отрезка 
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и режим влажности на концах отрезке в любой момент времени
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где 
[image: image112.wmf]2
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 - известные функции. Причем, должно выполнятся условие согласованности
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Весь отрезок времени (t0;T) разбиваем на промежутки (t0;t1), (t1;t2), …, (tn-1;tn), где t0<t1< … <tn-1<tn=T. Рассмотрим момент времени t=t1. Подставляя это в (52), получим
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При t0>0 функция ( является возрастающей по z. С помощью (57) и первого преобразования (51) имеем
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Здесь ( и z связаны соотношением (67). Полагая в (68) 
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 и учитывая (64), получим
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где
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Условия (69) являются краевыми условиями для уравнения (58), определенного на отрезке 
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Аналогично строятся краевые условия при t=t2, …, t=tn=T.

Теперь остановимся на методе решения краевой задачи (58) и (69). Уравнение (58) нелинейное. Поэтому следует использовать итерационный метод Ньютона-Канторовича (метод НК) [3].

Пусть R(0)(() - нулевое (начальное) приближение краевой задачи (58) и (69). Обозначим
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Согласно методу НК
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где L((R(0)) – производная по Гато оператора L. Подставляя (71) в (72) и реализуя элементарные выкладки, получим
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Решив уравнение (73) с краевым условием (69), получим первое приближение R(1) краевой задачи (58) и (69). Проверим выполнение условие

(R(1)(R(0)(<(,  



       (74)

где ( ( заранее заданный малый положительный параметр. Если выполняется условие (74), то функция R(1) берется в качестве решение краевой задачи (58) и (69), а оно не выполняется, то, заменяя функцию R(0) на функцию R(1) из (73), аналогично находим R(2). Далее проверяется условие (R(2)(R(1)(<( и процесс продолжается до выполнения условия вида (74).
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