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ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ УРЧУКТНЫХ (РАЗРЫВНЫХ) ФУНКЦИЙ
В дифференциальное исчисление вводится понятие урчуктных (разрывных) функций, которое имеет весьма важные свойства, именуемые основными теоремами дифференциального исчисления  урчуктных (разрывных) функций. Вводятся отдельные следствия из теорем, исследуемые с помощью исправленной производной.

В исследовании поведения непрерывных функций, как известно, главным инструментом является производная (в смысле Ньютона-Лейбница) [1]. Отметим, что вне сферы  действия этого инструмента лежат  функции, не имеющие производных в смысле Ньютона –Лейбница. Такими функциями, в частности, являются непрерывные функции вида.
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Задача исследования поведения функций вида (1) оставалась открытым до наших дней, несмотря на то, что для функции (1) были введены субпроизводная и обобщенная производная [ 2 -3]. Это означает, что с помощью этих производных нельзя исследовать поведение функции (1).

Здесь покажем, что введённая нами исправленная производная [4], в отличие от вышеуказанных производных, даёт нам возможность решить поставленные задачи, в частности, исследовать поведение функции (1). Сказанное ещё раз показывает, что в отличие от исправленной производной вышеуказанные производные (субпроизводная и обобщенная производная) функции (1) являются несовершенными.

Нули разрывной функции.

С помощью исправленной производной исследуем поведение непрерывной функции (1), т.е. хода её изменения.

Теорема1. Если непрерывная функция (1) в точке t=a имеет совокупность исправленных производных и достигает в этой точке локального экстремума, то в этой совокупности существует отдельная исправленная производная такая, что
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 Доказательство. Для определённости будем считать, что функция (1) имеет в точке t=а локальный максимум. Известно, что по определению производной ( в смысле Ньютона-Лейбница) имеет место равенство [5].
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Тогда в силу условия данной теоремы имеем


[image: image8.wmf]0

)

0

(

,

0

)

0

(

<

+

¢

>

-

¢

a

a

y

j






  (6)

Совокупность исправленных производных первого порядка функции (1) имеет вид
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Чтобы найти нули исправленной производной (7), введём функцию вида
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 Она есть линейная функция переменного А. В силу условия (6) между числами 0 и 1 найдётся число А=с (0<с<1), в которой функция (8) обращается в нуль

 ( первая теорема Больцано-Коши [5]):
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отсюда имеем 
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значит
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Тогда в точке t=a при (10) выделенная отдельно взятая исправленная производная из совокупности (7) имеет вид:
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Отсюда при t=a имеем
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 Значит, в совокупности разрывных функций (7) существует единственная разрывная функция первого рода, которая в точке t=a обращается в нуль. Теорема доказана.

Следствие 1. Если в теореме1 предположить, что
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 то имеет место равенство


[image: image17.wmf]0

)

0

a

(

)

0

a

(

)

a

(

c

=

+

y

¢

=

-

j

¢

=

¢





  (14)

Такой результат в классической математике называется теоремой Ферма [5].

Действительно, имеем
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Значит, известно, что в точке t=a функция (1) имеет производную по Ньютону-Лейбницу, т.е. имеет место равенство
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Формулы (6) и (16) совместимы в случае, когда
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Следствие доказано.

Следствие 2. В точке t=a при  
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является нулём функции (8). Поэтому эту точку будем называть нулём совокупности разрывных функций (7)

Следствие 3. Геометрическая интерпретация теоремы 1 даёт нам, что при  
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 один из угловых коэффициентов из совокупности угловых коэффициентов (8) равен нулю, т.е. в этом случае уравнение касательной проведенной в точке (a, с(а)) кривой (1) имеет вид:

[image: image24.wmf]]

[

),

(

0

T

t

t

a

c

y

Î

=






             (18)
Она параллельна оси t. Значит, в совокупности касательных вида
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существует единственная касательная y=c(a), которая будет параллельна оси t.
Следствие 4. Касательные с угловыми коэффициентами при                  
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 образуют острый угол с осью t, a- при 
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образуют тупой угол с осью t.

Для иллюстрации теоремы 1 приведём пример
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В точке t=1 она достигает локального максимума. Отметим, что этот пример не охватывается классической теоремой Ферма.

Его исследуем с помощью исправленной производной. Согласно формулы (7), её совокупность исправленных производных равна.
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Согласно формуле (10), нулём функции
f(A)=2-3A, A
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является точка

A=
[image: image32.wmf]5
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Отдельно взятая исправленная производная имеет вид
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отсюда
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Значит, одна из исправленных производных в совокупности (21) обращается в нуль в точке t=1 Точка (23) является нулём совокупности разрывных функций (21).

Геометрическое толкование: совокупность касательных в точке (1,1) кривой (20) с угловыми коэффициентами 

K=2-5A, A
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имеет вид 

y=1+(2-5A)(t-1),  t
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Отсюда, при 
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уравнение касательной с угловым коэффициентом K=0 имеет вид  

y=1,t
[image: image39.wmf]Î

[0,3]





              (28)

  Эта касательная параллельна оси t. Все касательные проведённые в точке(1,1) кривой (20) с угловыми коэффициентами (26) при   
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образуют с осью t острый угол, а  при 
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(рис 1)

Рис 1

Приложение теоремы 1. Нами доказана весьма важная теорема1, устанавливающая тесную связь между точкой, где непрерывная функция c(t) (1) принимает наибольшее (или наименьшее) значение и нулем исправленной производной  isc( (A, a, t) ее.

Теперь ставим задачу так: по заданной на сегменте [t
[image: image42.wmf]0

,T] исправленной производной isc(A, a, t), t 
[image: image43.wmf]Î

[t
[image: image44.wmf]0

,T] непрерывной функции c(t) (1), исследуем ее на  задачу о наибольшем (наименьшем) значении на том же отрезке [t
[image: image45.wmf]0

,T].

 Если мы сможем решить эту задачу, то мы получим класс таких непрерывных функций, к которым можно применить теорему 1. Рассмотрим некоторые из них.

Теорема 2. Если на отрезке [t
[image: image46.wmf]0

,T]существует решение y(t), t
[image: image47.wmf]Î

[t
[image: image48.wmf]0

,T] уравнения.

y(= isc((A, a, t ), t 
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(t
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,T)               
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удовлетворяющее граничным условиям 

y(t
[image: image51.wmf]0

)=  0, y(T)=  0,                                              
                          (30)

то оно принимает либо наибольшее, либо наименьшее значение, хотя бы в одной внутренней точке t=c отрезка [t
[image: image52.wmf]0

,T].

Доказательство. Ищем решение уравнения(1) в виде
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Отсюда, решение уравнения(1)имеет вид
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Оно является непрерывной функцией на отрезке [t
[image: image55.wmf]0

,T]. По построению это решение удовлетворяет граничному условию y(t
[image: image56.wmf]0

)=0:
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Теперь исследуем его на граничное условие y(T)=0: 

y(T)= c(T)-c(t
[image: image58.wmf]0

)                                                          


Отсюда следует, что граничное условие y(T)=0 выполняется только (и только) в случае, когда   

c(T)=c(t
[image: image59.wmf]0

)                          
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т.е. когда функция c(t) на концах отрезка [t
[image: image60.wmf]0

,T] принимает равные значения: 

y(T)= c(T)-c(t
[image: image61.wmf]0

)=0                         
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Итак, при выполнении равенства (33) решение (31) удовлетворяет граничным условиям (30).

Как известно [5], при выполнении условия (33), решение (31) задачи (29)-(30) принимает свое наибольшее ( наименьшее) значение хотя бы в одной внутренней точке t= c отрезка (t
[image: image62.wmf]0

,T). Теорема2 доказана.

Итак, к функции (31), являющейся решением задачи (29)-(30), можно применить теорему1.

Видно, что классическая теорема Ролля получила развитие. Это можно продемонстрировать на функции вида
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EMBED Equation.3[image: image64.wmf](
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Она лежит вне сферы влияния классической теоремы Роля. Об этом было сказано в работе [5].

Она охватывается нашей теоремой 1. Действительно её совокупность первых исправленных производных имеет вид
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Согласно формулы (31), её первообразная имеет вид


[image: image66.wmf]ò

ï

î

ï

í

ì

£

£

-

£

£

=

¢

=

t

0

1

t

2

1

,

t

1

2

1

t

0

,

t

ds

)

s

,

2

1

,

A

(

c

is

)

t

(

F




                          (37)

Видно, что граничные условия (30) выполняются:

F(0)=0,  F(1)=0




                                      (38)

Значит, во внутренней точке отрезка[ 0,1] существует точка, в которой функция (37) принимает максимальное значение. Таковой является точка  t=
[image: image67.wmf]2
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. Из теоремы 1 следует, что исправленная производная, полученная  при  A=
[image: image68.wmf]2

1

из совокупности (36), обращается в нуль в точке  t=
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Геометрически это значит, что касательная
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будет параллельна оси t.

Все касательные
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EMBED Equation.3[image: image73.wmf]
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при 
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образуют с осью t  острый угол, а при
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образуют с осью t тупой угол. (рис-2).

[image: image167.wmf]2
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Рис 2

Итак, на функции (35) мы убедились, что исправленная производная может решить и те задачи, которые не под силу производной в смысле Ньютона-Лейбница.

Укажем на некоторые задачи в классе разрывных функций вида (7), решения которых удовлетворяют теореме 2 и теореме 1.

Задача 1. Отметим, что решение граничной задачи
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y(t
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y(T)=y
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также относится к классу функций, которые удовлетворяют теореме 2  и теореме 1. Здесь
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есть вторая исправленная производная непрерывной функции вида
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Также отметим, что выявлено весьма важное свойство ограниченного (умеренного) решения начальной задачи
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Ограниченное решение этой начальной задачи удовлетворяет граничным условиям

y(a-d)=m, y(a+d)=m,  [a-d, a+d]((-(,(),d>0

Значит, оно удовлетворяет теоремам 1 и 2. 

Задача 2.  Существует такое число 
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, что решение уравнения
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удовлетворяет граничным условиям

y(t
[image: image88.wmf]0

)=0, y(T)=0
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Покажем это. Решение ее ищем в виде
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Значит, решение ее имеет вид   y=c(t)-c(t
[image: image90.wmf]0
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В силу граничных условий (45) имеем

y(t
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y(T)=c(T)-c(t
[image: image100.wmf]0
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Отсюда имеем, что
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Тогда решение задачи (44)-(45), удовлетворяющее граничным условиям (45), имеет вид

y=c(t)-c(t
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По теореме 2 функция (46) принимает либо наибольшее, либо наименьшее значение хотя бы в некоторой точке t=с(t
[image: image106.wmf]0

<c<T).

Нас, конечно, интересует случай, когда точка t=c совпадает с точкой t=a, где функция (46) не имеет производной  по Ньютону-Лейбницу.

Тогда по теореме1 имеем важную формулу (для разрывных функций) вида


[image: image107.wmf]0

0

t

T

)

t

(

c

)

T

(

c

)

a

,

a

,

A

(

c

is

-

-

=

¢




                          (47)

или формулы конечных приращений (для разрывных функций)





с(T)-c(t
[image: image108.wmf]0
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В классе  исправлено дифференцируемых функций формула (47) является аналогом классической формулы Лагранжа [5].

Рассмотрим сложную функцию вида

y=c(f(t)), te[t
[image: image111.wmf]0
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1.  p(a-0)=q(a+0)

2.  p((a-0)
[image: image113.wmf]¹
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Задача 3. Существует такое число 
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, что решение уравнения

y(=isf ( (A,a,t)c((f(t))- 
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удовлетворяет граничным условиям

y(t
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Аналогично к задаче 2 можно показать, что

 при
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задача 3 имеет решение. Поэтому  по теоремам 1 и 2 можно прийти к особо важной формуле вида
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Приведем пример. Рассмотрим функцию вида
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Ее первая исправленная производная имеет вид
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Теперь, согласно задаче 2, ставим задачу в виде

y(=isc( (A,2,t)-
[image: image123.wmf]b
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y(0)=0, y(4)=0

При формуле
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поставленная задача имеет решение в виде

y=c(t)-c(0)-(-
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Эта функция удовлетворяет граничным условиям y(0)=0, y(4)=0.


Согласно теоремам 1 и 2, найдутся точки, в которых  исправленная производная этой функции обращается в нуль: такими точками являются точки t=2 и t=
[image: image129.wmf]4

3

. В точке t=2 функция y(t) имеет бесчисленные исправленные производные, согласно теореме1 одна из исправленных производных обращается  в нуль в этой точке.

Поэтому вычислим исправленные производные функции (48) в точке t=2; она имеет вид  

isy((A,2,2)=2-3A+
[image: image130.wmf]2
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Отсюда, выделим требуемую производную, для чего решим уравнение относительно А:

2-3А+
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Имеет место равенство

isc((
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A в точке 
[image: image135.wmf]4
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 т.е имеет место равенство
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Геометрический смысл ясен. А именно касательные, проходящие через точки (2,1) и (
[image: image138.wmf]16
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Уравнения их имеют вид
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Эти касательные будут параллельными  хорде проходящей через точки (0,1) и (4, -1), которая имеет уравнение вида (рис. 3).
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Рассмотрим функцию вида
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(49)

Эта сложная функция имеет исправленную производную вида
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Задача связанная с этой исправленной производной

y(=isc((A,1,t)-
[image: image145.wmf]b
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y(0)=0,  y(4)=0

при
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имеет решение вида
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которое удовлетворяет граничным условиям 

y(0)=0,y(4)=0

Тогда, согласно теоремам 1 и 2 при
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имеет место равенство
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значит,
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Рассмотрим наряду с функцией (1) и функцию вида
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(50)
1.   n(a-0)=m(a+0)

2.   n((a-0)
[image: image152.wmf]¹

m((a+0)
Теперь для функций (1) и (50) сформулируем следующую задачу.

Задача 4. Существует такое число 
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, что решение уравнения

y(=isc( (A,a,t)- 
[image: image154.wmf]b

isg((A,a,t),t
[image: image155.wmf]Î

[t
[image: image156.wmf]0

,T],  А([0,1]

удовлетворяет граничным условиям
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легко можно показать, что при 
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задача 4 имеет решение.

Тогда по теоремам 1 и 2 для выполнения равенства
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найдутся точка c(t0<c<T) и число А=(([0,1].
Нас интересует  случай, когда t=c=a. В этом случае имеем весьма важную формулу 
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Эта формула и есть аналог теоремы Коши в классической математике.
Раскрытие неопределенности

Пусть непрерывные функции С(t) и g(t) из задачи 4 обращаются в нуль при t=а: С(а)=0, g(а)=0.

Задача 5. Существует  такое число β , что решение уравнения
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удовлетворяет граничным условиям
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Взяв за основу  эту задачу, можно установить формулу (для раскрытия неопределенности функции 
[image: image164.wmf])
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В итоге мы получили значение неопределенности как многозначное выражение.

Вышерассмотренные теоремы 1, 2 и, в частности, вышеуказанные некоторые задачи в классе разрывных функций являются основными теоремами дифференциального исчисления разрывных функций.

Эти задачи в классе разрывных функций являются аналогами к основным теоремам дифференциального исчисления непрерывных функций, т.е., к классическим  теоремам Ферма, Ролля, Лагранжа  и Коши [4].


Основные теоремы дифференциального исчисления разрывных функций дают нам возможность исследовать функцию (1) с условиями (1)-(2) на разные задачи, конечно, одной из них, в частности, является задача экстремума.


В силу важности класса функций вида (1) классифицируем их. Она исправлено дифференцируема. Поэтому она составляет новый предмет для исследования. Учитывая это, предлагаем в дальнейшем ее называть урчуктной функцией. Значит эти основные теоремы относятся к дифференциальному исчислению урчуктных функций.
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