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Установлены некоторые достаточные условия асимптотического представления 
решений и их ограниченности на полуинтервале [to, +co) некоторых интегро- 
дифференциальных и интегральныхуравнений.
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Математика. Естественные науки

Все фигурирующие в работе функции являются непрерывньши и соотношения 
имеют место при t > f^,t  > r > f ^ \ J  = ^̂ ,00 ; ИДУ -  интегро-дифференциальное
уравнение, ИУ -  интегральное уравнение.

Методом весовьк и срезьшающих функций [1-4] с использованием неравенства 
Коши-Буняковского устанавливаются достаточные признаки асимптотического 
представления, ограниченности на полуинтервале J, стремления к нулю, в том числе по 
экспоненциальному закону, при t ^oo, принадлежности пространству L^(J, R) ф>0) 
решений, ограниченности интеграла от to до t от решений линейного ИДУ первого 
порядка:

x{t)+a{t)x{t)+ jK{ t ,T^ t )dT  = f{t), t ^  f^, (1)
Го

ограниченности на J решений, принадлежности пространствам L^(J, R) (m=l, 2) первых 
производных решений линейного ИДУ первого порядка, не разрешенного 
относительно производной в интегральном члене:

jc (0 +  « W 0 +  ]K{t,v)x{v)dT = / ( 4  / > t^, (2)
to

ограниченности на J решений и их первых производных, стремления к нулю при t ^oo, 
принадлежности L^(J, R)QD>0) первьк производньк решений линейного ИДУ второго 
порядка:

X "W +e(0x (0+ ^ M ) +  ]K{t,T)x'{r)dr = f{t), t > t , ,  (3)
h

принадлежности пространствам L^(J, R) (m=l, 2) решения и ограниченности интеграла 
от to до t от решения линейного ИУ второго рода:

x(t) + \K(t, т)х (r)dT = f(t), t > f^ , (4)
to

в случае, когда ядро K(t, т) может быть отрицательной и немалой, в том числе сильно 
растущей, что достигается условием, связывающим ядра K(t, т) с функцией a(t) для 
ИДУ (1), e(t) для ИДУ (3) и с некоторой положительной весовой функции ф(1) для ИДУ
(2), ИУ (4). При этом в случае ИУ (4) исследование ведется в той же постановке, что и в
[3], т.е. без предположения, что

/ ( l ) E £ , '( Л ^ ) ( т  = 1,2). f/(sVfe = 0(1).
t,,

Отметим, что случай 0>K(t, t) -  немалая ранее рассмотрен для ИДУ (1), (3) в [1], 
для ИДУ (2) в [2]. Условия этих работ и настоящей работы отличаются друг от друга. 
Для ИУ (4) этЬт случай изучается впервые в настоящей работе.

Введем предположения и обозначения [l-4]: 0<9(t) -  некоторая весовая функция.

/=0 /=0
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y /  {t) {i = О..и) - некоторые срезывающие функции,

^ , ( ' .o = p ( ') A : , ( ' . r ) ( v ', ( f V iW y '( '= ^ - " ^  £ .( ') = « ’(')/,( ')((«^((?)У '( '= 1-и )

R,i4ohM,i>)+T,i') (> = l-"l (й)сД') 0 = 1-п)-некоторыефункции.

Будем говорить, что вьшолняется условие (А), если:

M ii^ )^ -^ ’ r ,(^ )^ 0 , 7^;Дг,г)>0, существуютфункции y.{ t)e  L i ( ^ , R ^

C, \̂w> )̂^L{j’R) такие, что М\ ̂  V ,W M ,W  ( ^ f ^ O l  ~ ТТ )̂сТ \̂

К , М ’^ ) ^ М ; > ^ ) К М Л  0 = 1"«;^ = ОД) условие(В),если: 7^„Длт)>0,7^;Дг,г)<0.

Для произвольно фиксированного решения x(t) умножаем ИДУ (1) на 9(t)xfir̂ , 
затем интегрируем в пределах от to до t, в том числе по частям, при этом вводим 
условия (К), (f), функции 7?Д^,г)(/ = 0..«),^Д/),(^Д/)(/ = 1..и), аналогично как в [1] 

получаем следующее тождество:

y(‘-.^)‘ R . k 4 X X o { t , t o ) ) - ' \ R - ( ^ ' t X x J , s , t o ) ) d ^
to

^ . , ( ' . * ') ( z  o{t>^lf  * ^  'f ]  л;.Д®’^ ) ( х  o(* .^")l ̂ ^

+
/=|

- 2 £ ( ' ) x ( ' . / , ) + c , ( ' ) - ' r t r ; w ( X i ( i , r o ) J * - 2 £ : W x ( ^ . J + c ; w |* +

+ . ' R : , M { X i ( t , r ) J d r - ' j ]  R l J s . r ) { X i { s , T ) J d ^ }  = C . - f > i ' ) i x { t j f -
h

- 2

to to

A{sXx{s))^s, (5)

где A(/) s  a(typ{t)-q}'(t)/2, X ,(^ ^ )  = J^ .(^W ^>^0 = 0 - 4  С* = W o )W ^ o )J  +

+ tck)ы\
ТЕОРЕМА 1. Пусть
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1) 9(t)>0, вьшолняются условия (К), (f), (R), (А), (В);
2) A(t)>Ao>0;

r(v 'o (* ))3) Ro (t, to)<0, I Ro (t, to)l< Roo<oo, f— 77V
/„ ^(^)

-ds<
R 00

Тогда для любого решения x(t) РВДУ (1) справедливы асимптотическое 
представление

*®=(ч>(0)-'^О(1) (6)
и соотношения

A(t)(x(t)fc [ ^ { J , R }  { R i { t , t o X X i { t , t M  -  "W ('• = l-.") (7) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применяя неравенство Коши-Буняковского, имеем

и о Ы ь О ; ^ | % Д д а ^ ]  s / ^ l ^ * l ' H ) W 5 ) ; < f e
\ta

(8)

\  " V \  /  /  ч

с  учетом соотношения (8), условий l)-3) из тождества (5) получаем

Ао R00
ф )

ds ] ^ ) { x { s y f d s

^ t R . i ' 4 o i X i { t , t o ) ) * f e , ( ' . 0 ( X i ( r , r ) y * l s c .+ i ' j [ v , ( ^ ) + w , ( * ) k ^ > * -  (9)1=1 f Ы f
< 0  » 0

Применяя к неравенству (9) лемму Гронуолла-Беллмана и учитьшая условия
9(t)>0, (А), 3), имеем (6), (7).

СЛВДСТВИЕ 1. Если a(l) i  д ,  > 0. K(l.f,) < 0, |л:((,^„] S К ,  < »• ) ^ l  ^ ^
ô̂ V̂  ̂ A ,o

K'.it ’t o h ^ ’ К ' М Ф ^ ’ К ' Л Ф ^ ’ товсерешениях(ОИДУ

л(/)+^</>с(/)+ ]K{t,T)x(r)dr = 0 , t> t ,  (10)
t„

ограничены на полуинтервале J и принадлежат пространствам L^(J,R) (i=l, 2).
В данном случае в теореме 1 ф(0=1, Ki (t,t)=/i(t)^i(t)=0 (i=l..n), vj/o(t)-l, 

Ro(t,T)=K(t,x), A(t)^a(t). Из 2|x(t)l<a(t)(x(t))4(a(t)f следует x(t)eL*(J>R).
ЗАМЕЧАНИЕ 1. В силу условия 2) теоремы 1 из первого соотношения (7) 

вьггекает, что для любого решения x(t) ИДУ (1) x(t) e L*(J,R).
СЛЕДСТВИЕ 2. Если вьшолняются условия теоремы 1 и (A(t))''€L‘(J,R+\{o}), то 

любое решение ИДУ (1) x(t)eL^(J,R).
СЛЕДСТВИЕ 3. Если выполняются условия теоремы 1 и 9(t)>9o>0 (соответственно 

(9(t)) '^^€LP(J,R+\{o}) ф>0)), TO для любого решения x(t) РВДУ (1) x(t)=0(l) 
(соответственно (x(t)eL^(J,R) ф>0)).

Это следует из соотношения (6).
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СЛЕДСТВИЕ 4. Если вьшолняются условия теоремы 1 и ф(1)^оо (соответственно 
существует const a>0 такая, что (q>(t))'^^=e'**0(l)) при t^oo, то для любого решения x(t) 
ИДУ (1) x(t)^oo (соответственно x(t)=e'“‘ 0(1)) при t^oo.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Исходя из второго соотношения (7), с применением лемм об 
интегральных неравенствах первого рода [5, 6], можно установить различные признаки 
об ограниченности интеграла (в пределах от to до t) от любого решения ИДУ (1). 
Приведем одну из них.

СЛЕДСТВИЕ 5. Если выполняются условия теоремы 1; 2) для некоторого

y = {/,...,n} R ^ { i .u )> o .R j i  ( / . ф о .  ^̂ /■̂ (t)>o,̂ ^̂ ;(t)>o, (v '/0}'(R j(s,ro )r

R j i i ^ ' t ^ ^  L  i ^ ’^ )  ’ ^° интеграл (в пределах от to до t) от любого решения x(t) ИДУ (1) 

ограничен на J.
Это следствие устанавливается на основе второго соотношения (7) с применением 

леммы 3 [5].
ПРИМЕР. ИДУ

х(()+е'Я()- ' j t - ^+ i ) ( ^ - r + 2 ) 'e*'x{r)dT = о, t> о 
0

удовлетворяетусловиям следствия 3, гарантирующим ограниченность решений этого 
ИДУ. Здесь

^>(')"'./r,('.0"/,(')"c,(')"0 (' = i-^),^^W"e'. R o { i , ^ ) ' ( t - ^ + i ) { t - T + 2 ) ' ,

Л»=1.Д(')-е'.Д. = I. ](A(5))''(((/(i)yds = 1.
0

Для этого примера выполняется также условие (A(0) = e  ^*^Z,^(^>j^+4o})
Таким образом, любое решение x(t) ИДУ примера 1 принадлежит пространствам 
U(J,R)(m=l,2).

В случае ИДУ (2) аналогично [2] умножаем на 9(t)x'(t) и для произвольно 
фиксированного решения x(t) получаем тождество:

^'(':x')" с~ -  2 M * )(x '(i))  *  -  «’('M ')W OJ * f W * W * ) )  W ^ ) l* •  <‘®̂
tn  to

где C.. = ^ > t . ) > t . ) W ^ o ) J ^ l ic .W

Аналогично теореме 1, исходя из тождества, устанавливаются 
ТЕОРЕМА 2. Пусть 1) вьшолняется условие 1) теоремы 1; 2) ^{t) > q)^ > 0;

3 ) ^ . ( ' . ; . ) s o .  IК , Ы ^ R o , <” . /̂ ^ f ^ f ^ ^ ^ ^ -  4 Я ') = а , ( ' ) + а з «

a ,W > 0 , ( g ) { t ) a i { t ) ) ^ ^ ’ a 2W ^ 0. существует функция ^*(r)e l ^ { j , R ^ )  такая, 

что (^ (^ )^ 2 (0 )-^ 2 (^ )^ (^ )“(^) Тогда все решения ИДУ (2) ограничены на
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полуинтервале J и первые производные всех его решений принадлежат пространству 
L'(J,R).

ТЕОРЕМА 3. Пусть выполняются условия l)-3) теоремы 2; a(t^O, существует 

функция ^ r* (O e Z '(^ i^ J  такая, что (^(^)ог(^))^д[*(^М ^М 4 Тогда для любого 
решения x(t) РЩУ (2) выполняются соотношения

( t  Y

^ < ')(x 'W l ̂  1 '(^ -Л Д  Rk'4̂  J V ',(5 )x '(^ y s  = о(‘) 0 = > ■")
v'o у

Аналогично следствию 2 имеет место
СЛЕДСТВИЕ 6. Если 1) выполняются условия теоремы 3; 2) 

(^ (? )) 'e j[^ '( j,J^ ^ \{ o } ) TO для любого решения x(t) ИДУ

P )x ( ')s  £ '(Л Я )и |4 ')< » .
Аналогом следствия 5 является
СЛЕДСТВИЕ 7. Если выполняются условия теоремы 3 и выполняется условие2) 

следствия 5, то любое решение ИДУ (2) ограничено на J.
Поступая аналогично [1], умножая на 9(t)x'(t), для произвольно фиксированного 

решения x(t) ИДУ (3) приходим к тождеству:

^^-x)' с -  -V (0 (x '(^)l -  2 'и ^ )(х '(* )) *  -  <p(fHi){x{t)J + 'f(^(^)a (s))(j::(s)J * ,
/о to

(11) где с... = ^>t.)(x'(^o)l + ̂ "t>to)W ^o)y + Ё с , to l 4 f  )" «('W ')- g> (')/2.

Аналогично теореме 1, исходя из тождества (11), доказываются
ТЕОРЕМА 4. Пусть 1) вьшолняется условие 1) теоремы 1; 2)

« (  (^)V

D{t)^Do>^> Roi^’to)<^’ \Ro(f’to h R o o< ^>  l ^ M  ^ - ^ ’ ^^ вьшолняется
t„ ^y )̂ Коо

условие 4) теоремы 2. Тогда все решения ИДУ (3) ограничены на полуинтервале J и 
первые производные всех решений этого ИДУ принадлежат пространству L^(J,R).

ТЕОРЕМА 5. Пусть вьшолняются условия l)-3) теоремы 4 и условие 2) теоремы 3. 
Тогда для любого решения x(t) ИДУ (3) справедливы соотношения

/ ^  V
J,R^lRi{t,toi / <Pi{s)x'{s)ds = 

V'o J
' ” 1/2

x ^ H < p { t ) )  o(a^>{r)Gc(')) " ^ L

= 0 (1 ) ( /  = 1..H) (12)
СЛЕДСТВИЕ 8. Если 1)

оО т
a(0>o,a(r)>O; 2)*(/)ae,>0, 4 ,J < 0 . i4 .^ j i s / : ,< c o , l^ < ^  К',{‘ . ф о ,

^/W К о
Ji^^{t,r)>0, j^ ^ ^ /,r)> 0 , TO все решения x(t) ИДУ (3o) (в (3) /(t)=0) ограничены на 

полуинтервале J и ^  (0 ̂  Z "  (̂ > ̂ ) 0 = l>2)
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СЛЕДСТВИЕ 9. Если вьшолняется условие 2) следствия 8 и a(t)>ao>0, a'(t)<0, то все 
решения x(t) и их первые производные ИДУ (3o) ограничены на J и

x ( ' ) s L ' ( ^ ^ ) ( i  = U )
•

Следствия 8,9 являются аналогами следствия 1.
Из первого соотношения (12) аналогично следствиям 3,4 вытекают 
СЛЕДСТВИЕ 10. Если вьшолняются условия теоремы 5 и ф(1)>фо>0,

(соответственно (^ (^ ) )  '̂  ̂^ Z/^(^»i?+  ̂{O}*0̂  > 0)) то для любого решения x(t) ИДУ (3)

x'(t)=0(l) (c00TBeTCTBeHH0j^(^)€^^(j,i?X i^ > О)

СЛЕДСТВИЕ 11. Если выполняются условия теоремы 5 и ф(1)^оо (соответственно 

{ p { t f j ^ ^  = e ° ‘O^\ci = const>0) при Woo, TO для любого решения x(t) ИДУ (3)

x ( t ) ^ 0  (соответственно x(r) = g'^*0(l) при ?^оо.

Из второго соотношения (12) следует
СЛЕДСТВИЕ 12. Если вьшолняются условия теоремы 5 и 

(Z ) (^ ) ) 'e j r '( j ,^ V { o } )  TO для любого решения x(t) ИДУ (3)

j^ej[^'(j,i?)H|j:(oo)<QO. Исходя из третьего соотношения, устанавливается аналог 

следствия 5:
СЛЕДСТВИЕ 13. Если выполняются условие теоремы 5 и условие 2) следствия 5), 

TO любое решение РЩУ (3) ограничено на J.
Аналогично [3] умножаем ИУ (4) на 9(t)x(t), после аналогичньк преобразований, 

как в случае ИДУ (1), так и из [3], получаем тождество:

V(f^^) = С»» -  ^*f<^)(^)(x(^)J ds, (13)
to

raec,... = E c . W
<=i

Аналогично теореме 1 справедлива
ТЕОРЕМА 6. Пусть вьшолняются условия l)-3) теоремы 2. Тогда решение x(t) ИУ

(4) принадлежит пространству L^(J,R) и удовлетворяет следующим соотношениям:

=  0 ( l ) ( /  =  l . .n )  (14 )

/v^o
СЛЕДСТВИЕ 14. Если вьшолняются условия теоремы 6 и условие 2) следствия 6,

TO решение ИУ (4) x(t)e J^{ j ,R) .
СЛЕДСТВИЕ 15. Если вьшолняются условия теоремы 6 и условие 2) следствия 5, 

TO интеграл (в пределах от to до t) от решения ИУ (4) ограничен на J.
ЗАМЕЧАНИЕ 3. Если в условиях теорем 1, 2, 4, 6 срезьгоающая функция

yo(t)=O(l), TO любое решение ИДУ (1) x{t)e J^{ j ,R ) ,m ^ .  любого решения ИДУ (3), (4) 

x (O e  2,'(Л ^).реш ение ИУ (4) x(/)e l^{J,R)-
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ЗАМЕЧАНИЕ 4. При вьшолнении требований условия (А) относительно Mi(t) все 
функции Mi(t) (i=l..n) являются ограниченными. Аналогично [7] можно изучить случай, 
когда одна из этих функций Mi(t) может быть неограниченной на J.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Используя метод матричньк весовых и срезывающих функций [8] 
можно установить аналоги результатов настоящей работы для вольтерровых систем 
ИДУ видов (l)-(3) и вольтерровых систем РГУ̂ вида (4).
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