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ЧИСЛЕВНОЕ РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНОЙОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ТБОЛОПРОВОДНОСТИ

в  работе россматравоется аримененае метода каазиобращения к решению 
н£ршяьмойобрагтойзадачидяя.чинегшогоуравяен«ятепяо1^бводностги

В задачак onrsMajoaoro усравлевЕя процессами тешюпроводщости решакггся 
соггряжеЕНые снстемы дифферендиальных уравнений с обратным течением времени, 
где приходвтся восстанавливать начальное состояние иродесса. Поэтому яеобходимо 
лметь устойчивый алгоритм срибляженного решениа начальной обрвггаой задачв 
тедлопроводности.

В данной работе научается ое^итаам зада^ по восстановленню начального 
условия в одномерном уравнении теплопроводности, ддя решения которой 
применяеггсямегодквазиобршцения^!].

Пусть Ul(x,t) -  решение уракнензы

й  ftt
=  f { x , t ) , x e [ 0, l ] t >-0 (1)

с начальЕым условием U{x,0>= {̂x) {2)
и с граничными условиями

U(0,t>Hpi(t),U(l,t>sp2<tX t>0, (3)
нлв

-K (0) ЁЩ̂ = ф̂ (1), K(l) ^̂ ^̂ = qfj(t). t> O  (4)

Условия (l)-(4) одаозначно одределяют ф>тасцию U(x,t) [5].
Пусть заданы T>0 и некоторая ф}вкдяя x(x)> определенная на [0,1], Кададой 

функции 4(x) поставим в сооггвеггствие решение задачи (l>(4), которое обозначим через
U (x ,t;4)- ■

Тотда интетрал

j { E ) = J I U ( x ,T ; 3 - / ( x f * c  (5)
0

являеггся ф>гнкдионалом от !̂ .
Начальная обратвая з^ача тешюпроводносш состоит в том  ̂ чтобы 

минимгзвровагь фушащонал J(|), когда ̂ (x) меняется продзвольным образом.
Авторы метода кваомобращения предложили заменить оператор 

теплопроводаости "близким" ем5" одератором Р* так, чтобы Рв бьш эволюционньш 
оператором и существовала одна н только одна функция и^. являощаяся решением 
уравневЕя PeUe = f. x€ [0,1], te(0,t^ c начальньм условием Щх,Т) = x(x), граничвьши 
условиями (3) или (4) и векоторьаш дополнЕтельнымн граннчньши усжши$№и. Тогда 
можно положгть ̂ (x)=Ue(x,0).
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Метод квазиобращения заключается в том, чтобы отыскать оператор Ре, для 
которого задача с обратным направлением времени поставлена корректно.

В работе [1] доказано, что следующая задача поставлена корректно:

5t дх.
K(x>

Ш .
_ e ^  =  fi^x,t), 

ах,

U.(x,T)=x(x), 
U^O,t)=9,(t),U^l,t)=9,(t),

, ш Л ...................а Г „ ш .

5x^

или

(6)

(7)

(8)

- K ^ ( 0 , t )  = 9 , ( t ) ,K ^ a t )  = 9,(t), 
дк дк

ax^
■ ^

йх

(9)

Чтобы иметь дело с интегрированием по "возрастающим" t, в задаче (6)-(9) 
выполним замену переменной t на T-t и вместо Ug будем искать функщ1 Ю

/ 4 ^  ^ц(х)—  + K(x) ^ '
йх

5 '^  -̂. .4+ e =_f(x,t),
окdt дк 

d(x,0) = x(x),
0(0,t) = 9,(t), S(l,t) = 9,(t)

 ̂ a a Y _ .  . .  д [ „ д ^ ^^

дк
К-

5x дк
К-

5x
(l,t) = Vj/,(t),

1

(10) 

(11) 

 ̂ (12)
J

или

- к | 5 - ( 0 , 1 )  = Ф,(1), K ^ ( l , t )  = 9 ,(t) ,  
д к  д х

д х ‘
К (0,t) = vj/,(t),

ах'
к

ax=
( l , t )  = v , ( t )  J

d(x,t)=UE(x,T-t), удовлетворяющую системе.

При численной реализации естественно выбирать Б наименьщим, однако в 
задачах рассматриваемого вида наблюдается численная неустойчивость при s^ 0 . 
Поэтому можно рассчитьтать только на то, что для каждой задачи существует 
некоторое оптимальное значение s.

Система (10)-(13) решается методом конечньк разностей [1,2,3]. Для этого 
заменяем пройзводные разностньши отношениями:
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_ ^  ^, + i ^ , - i  , . _ , ^  ,̂  ,. 
*  K j  , i — l,2,...,A7 lj

дЗ 3 ^ - 3 ^-^
—  « -------------- ; j  =  lX . . . M
dt т

^К?1 ^
1 ^ )

_5 

дх 

d^

2h

К-
1,  дх

1
»

/jf = jf 
,\

Ж
\к,^, + ^ , ) ^ , , ,  -(/* :„ , + ж ,  + K ,_ , ) 3 ,  + (K ,  + /^ ,_ ,M _ ,1  (1^

dx̂  
f^i. \̂

^iC ^
Ч ^ J x  = x,

d*3

u ^ УХ = Х,

« Л - К > .( ^ , .2  -5,)-2/^,(^,>. - 3 ,_ M ^, _ , i3 ,  -3 ,_, ) l  
2h^

(^ ,>2 -4^ > ,> .+ 6^ , -4^ * , - ,+^ , - , ) .

В этих формулах производная по t аппроксимируется первым порядком точности, 
а производные по х -  вторьш.

Используя формулы (14), напишем для уравнения (10) неявную разностную схему 
с весом a=l .  Получим пятидиагональную систему алгебраических уравнений:

а . К г  + b ,B i^  + c . e ;  + d , s i i  + ^ i K 2 = g i

где а ^ = С ; = 8 / Ь \

b , = ^ ( K , . , . K , ) - ^ ,

c , - ^ - ^ ( ^ , - . ^ 2 K . . K , J . ^ .

d , = ^ ( K , . K , J - ^ ,

i = 2,3,.. .,n-2, (15)

(16)

Следует иметь в виду, что в формулах (14)-(16) и в следующих формулах индeкcj 
относится к временной координате, а индекс i -  к пространственной. В дальнейшем для 
удобства верхний индекс опускаем.

Систему (15) решаем методом прогонки [2,3,4]. Положим

^ i= o t i ^ w + P i ^ i . 2 +Yp i = 0 , l ,2 , . . . ,n -2  (17)
Подставляя (17) в (15), получаем

a .= - [ ( a ,a , .2+ b J P . . , + d J / F ,

P .= -e , /P . ,  (18)
Y. =-[(a .a ._ ,  +b.)Y._,  + a j , _ ,  - g , ] / P , ,  где 

Р, =(aiai_ 2 + b . )a ,_ .+ a .p , . 2 + c , ,  i = 2 ,3 , . . . ,n-2
Аппроксимацию граничных условий рассмотрим для краевой задачи 2-го рода, 

т.е. для условий (13).
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Аппроксимируя производные в этих условиях разностньши отношениями, получаем

(19)о о 2Л3 . , ^ 9 , + - q > , ,
Ло

n ' 2Й
|9„+, = ^„_, + - ^ 2 >. л..

-̂2 =
1

2 K , - K ,
2{K,-K,)S,^K,3,+2h{2<p, ^ - W x )

Лп

1
2(К„ -К„_,)9„ ^К„,,3„-г+Ш^<Р2 +J-y'2)

(20)

(21)

, (22)
2 К , - К „ _ ,

Далее, продолжая линейно функцию K(x) за отрезок [0,1], находим, что 
К , = З К „ - 2 К „  К „ , , = З К „ - 2 К „ _ ,  (23)

Подставим значения d.i и S .2  из (19) и (21) в (15) при i=0 и решаем (15) 
относительно &о- Сравнивая полученное вьфажение с формулой (17) при i=0, получаем

а„К. • + е„ 1

Yo=Ac

где

А„ =

2ha„ ,^ h^ , 2hb„ 
^ ^ ^ - ^ ( 2 ф ,  + - 4 / , )  + ^ Ф .  -  g.
ZiVQ iVj N.Q JVQ

2K o - K ,

(24)

2 a „ ( K , - K J - c , ( 2 K „ - K , )
Сравнение формул (15) (после подстановки в нее (19)) и (17) при i=l дает

2haj

ĉ
1

/ л
(25)

здесь ^ ,  = - t 2 ,  + b ,a 0  + C,)

j9 ̂  и ^   ̂ , находятся из системы уравнений

П“1 (26)3 A.F,_, -A..,F. 
" A,B._,-A..,B/

А.-, &.-, + 5 .-i &. = F,-i •
A .9 .-,*B .9 . ^ F .

которая получается из (15) при i=n-l и i=n с помощью формул (20), (22) и (17) при 
i=n-3 и i=n-2:
В последних формулах использованы следующие обозначения:

Л,., =(â ,â 3 + b^ W 2 +аыД̂ -з +c^ +«ы-
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^п-\ ~(^п-\^п-3 ^ K -l)^ n -2  ^^^n-P

K - l ^gr,- l -К -1 « « -3  + ^ - l K - 2 -^n-l7n-3
2Ч -1

K_

A =

В „ =

a + - 3 S t L .  
/  2K„-K „_J

д : + - .5 .̂ ”-1 ... 
/  2 K „ - K „ _ , j

f^ n -2 + K + d n ^

2 ^ Л К „ -к „ _ о

F  = e  -п S n
€ „ К „  1

а „ + — " -•”-■ --...
" 2 K - K , jп л-1 /

Г „-2
М

ir_
-^2

2he„

2 К „ - К ^ ,

Разработанньш алгоритм проверялся путем сравнения приближенных решений 
задач, полученньк методом квазиобращения, с известньши точньши решениями этих 
же задач.
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