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ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ С ОПЕРАТОРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ В БЕСКОНЕЧНОМ

ИНТЕРВАЛЕ

В данной работе изучается вопрос о существовании и гладкости решения 
операторного уравнения нечетного порядка на бесконечном интервале.

В результате получены достаточные условия на операторный коэффициент, 
который позволяет рассматриваемому уравнению иметь единственное гладкое 
решение на бесконечном интервале.

Пусть Н - абстрактное сепабельное пространство Гильберта. Обозначим через Н1= 
Ь2(К.,Н) гильбертово пространство, полученное пополнением Со(К.,Н) - множество 
бесконечно гладких вектор-функций, определенных на К= (оо,оо) со значением в Н по 
норме

/

1
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соответствующей скалярному произведению

В данной работе изучается вопрос существования и гладкости решений 
дифференциального уравнения нечетного порядка.

- о ”’+д(х)и=Г(х) (1)

в пространстве Н1= Ь2(К,Н).
Вопрос существования и гладкости решений уравнения (1) эквивалентен 

разделимости дифференциального оператора 
Ш=ЦГ + Р (х)и  в пространстве Нь

Определение; Оператор Ь назьшается разделимым в пространстве Н1 если из 
того, что II еВ  (Ь) следует, что II б Нь где В(.) - область определения.

Пусть Р(х), ( хеК.) - самосопряженная операторная функция в Н, 
удовлетворяющая следующим условиям:

1.(д(х)^,0н>5(Г,0н,^еВ  
В= ^(^(x))- область определяющая операторов 9(х), 5>0

п. 8ир||[е(х)-е(х)] [о(:^)+А]-'|[+|[е(,-)-е(*)] [е(^)+л|^ ^ о д » !  (1)

III. Для почти всех х оператор 9(х) является обратным к вполне непрерывному 
оператору.

Теорема: Пусть вьшолнены условия 1-Ш. Тогда оператор Ь+ Я.Е имеет 
ограниченный обратный и оператор Ь разделим в пространстве Нь

Доказательство теоремы опирается на нижеустанавливаемые леммы.
Возьмем функцию г(х) € Со” (К.) такое, что

г(х) =

1,
1X = — 
2

х<\ , х&К
0,х>1

определим (х) = г(х-З) как сдвиг функции на] вправо.
00

Рассмотрим ^  г̂ (̂х).
/ = -00

Из построения справедлива оценка 1 < ^  гз̂ (х) < 64.
/в-оО

Введем функции

Ф ^ ( x ) = V ------- Г

Очевидно,что зиррф](х)=[]-1о+1] иЕф^^= 1.
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Продолжим операторную функцию ^(x) из интервала А Ц-10+1] 
на все К так, чтобы ее продолжение Р  (̂x) было периодической операторной функцией 
по X.

Обозначим через Ь ] замьпсание дифференциального вьфажения 
Ьо) и=  И  ̂(х) и , определенного на Со" (К,Н).

Лемма 1. Пусть вьшолнены условия 1-Ш.
Тогда оператор имеет ограниченный обратный.

Доказательство: Если {1п(  ̂ )} - полная ортонормированная система 
собственных функций оператора Р()), то при каждом х для любой функции и(х) еН} 
справедливо разложение:

и ( х ) = |;  и„(х)1пО)
л=1

Используя такие разложения для функции П(х), и  (х)
( и  (х) еСо“ (К, И)) и последующим применениям интегрирования по частям имеем

( Ь ) и ,и )„ ,> 5 |с /1 \
Применив к левой части неравенство Коши- Буняковского, получим

1Я,
Рассмотрим уравнения

Г  ̂и+ ш = - и ’”+ ( оо)+ X) п=!(х) (З) т  еН1 
Разложим функции Г(х) по ортонормированной системе {1п())}

& (х )= 2 /.(д :)1 п 0 ) , ( Н ^ )
/1=1

Решения уравнения (3) будем искать в виде
ин(х)= и^(,х)1п О)

Тогда

1пО’) + 1пО') = 1пС/)
п ~ \  п=1 л -1

Х<п - собственное значение оператора Р(]).
Переумножив скалярно на 1п(]) для каждого п получим уравнение 

ип’” (X) Щ х ) = ш ,  (Х„+Х>0) (4)
Это уравнение при любом (х) еЬгСЯ) имеет единственное решение из Ь2(К).
Из фундаментальности последовательности {{■„ (х)}в силу неравенства (2) сразу следует 
фундаментальность {Пп (х)} в Нь

Так как Н1 - полное пространство, то и=итС^„(х) является единственным

решением уравнения (3) для любого {‘еНь
Этим доказано, что существует ограниченный обратный оператор +Х,8, 
определенный во всем пространстве Нь

Перемножив обе части уравнения (4) скалярно на 11п(х) и последующим 
применением интегрирования по частям, имеем

(х„+?1)(и„,и„)2=(№ )2
Применив к левой части неравенство Коши -  Буняковского, получим
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(>о„+Х)||и„|Ь<|К||2, т.е.

(5)
ОО ^ .

\и„ <̂х = — ^ ,
00

Для нормы элемента ^(х)= ^ / „  (х)1п (у) справедливо равенство

и а д | |» , - ] 2 ; /л ^ ) < &  (6)
_оои=1

С помощью (5), (6) оценим норму элемента (РО)+^)У
00

11(00)+я.)иЦ«, = Я ш ) + я ] у | |  Лс^\г отсюда
я,

(7)

(8)

(9)

11Ю0)+А -][Г ,+А Е]' ||я.< ||/ |1 я.
Воспользуемся условием II и неравенством (7) имеем

1 1 Ю О ) - Р / х ) ] ( ( Г , + Я ^ Г Ч Ц < 0  ( 1 )

Так как (Ц +Х Е)1] = ( +  ХЕ)П -  (;с)]^,

то Ьз+ 1̂е  = (Г,. + ^Е)и -  ш )  -  б, (X)] (Ц + я к у  Щ + М ) =

= [Е - ( д о  -0) (X)) ( (Г, + ЛЕГ + ЛЕ) ]
В силу (3) существует ограниченный обратный

[Е-(<М)-0|(х))ХХ;->.Е)-']'=В 
Тогда из (9) получим (^^+Я,Е) '*= (Г^-Я,Е) ' ’=В 
Лемма 1 доказана.
Лемма 2.Пусть для некоторого Я>0 оператор (Ь+Х,Е) обладает ограниченным обратным 
в пространстве Нь
Тогда для 1̂е О ’ (К,Н) справедливо равенство:

(Ь+>.Е)-^Н^+Ш) •‘ВхГ+Мх̂ ', (10)

где (Ь]+>.Е)фХЬ+ХЕ)-^з ?
у = -0 0  

00

у=-00
Доказательство леммы основывается в следующем :

Так как (К.,Н) и в суммах, определяющих содержится только конечное
число слагаемых. В носителе функции ф̂  коэфценты Ь, совпадают. А обратимость 
оператора следует из леммы 1 .

Лемма З.Пусть для некоторого Х>0 выполнено || Вя. ||<1. Тогда оператор Ь обратим 
в пространстве Нь А если помимо неравенства || Вх || <1 выполнено :

зир{|| 0)(х)(Ь;+>.Е)-Х, ^=0Л,'±2,...} <®,
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то оператор Ь разделим.
Доказательство: Если || Вх ||̂  ̂ <1 то операторное уравнение

Х(Е- Вх)= Мх имеет единственное решение Хх = Мх(Е- В )̂'* и непосредственно можно 
проверить , что Хх(Ь+Я,Е)=Е, (Ь+А,Е)Е=Х. Это означает, что существует обратный к 
оператору Х>, ,и он совпадает с замьпсанием в норме Н1 оператора Ь+Х,8, определенного 
в (Я,Н). Поэтому из (10) получаем (Ь+А,Е)'*= М^( Е- В^)'*. Отсюда, т.к. оператор (Е- 
Вх)'* ограничен, вытекает:

II д(х)( ь+ХЕ) II < одц д(х)М 1|| (11)
5 3

Учитывая неравенство ( ^  ак) ^5 ^  ак ,получим
Ы \  к= \

II д(х)Мх{|р„^ < с шр{|| 0|(х)( ^^+Я,Е) -'и =̂0,±I, ±2,...)
Лемма 3. Доказана.

Лемма 4. Предположим, что для всякого ЗеК. вьшолнено неравенство Цд(х)+ Х,Ш||
^,<||(Ь^+ХЕ)Ц|^_

Тогда для операторов Ь+Х,Е существует ограниченный обратный .
Доказательство : при ^€^(^^) имеем

И-и'" |р„  ̂=||( 1^+ХЕ)О-[0| (х)+ 4 0 1|„, ^(1+С)|| (^^+X,Е)^||„^ 

Тогда ||-и"' 11 ,̂ +1|Ш|р <С|| ( Ь)+Я,Е)0|р (12)

Оценим норму оператора В"( ^̂ +А,Е)■'

, - 1

Учитывая (12), имеем;

я,
= 8ир

-1

Я ,

/ Я ,

= 8ир
иеО(1)

Их

+ ЯЕ) 2

Я,

+ ЯЕ)

Сделаем

- 1

я, = зир ------
иеС^{Е,Н) - Ц

преобразование

я,

я, + ЯП)
Я ,

х=Х' '̂ г̂,

Р “{ ^ ^ + Я Е ) -1

Я ,
< с я

-2 .2 ^
з и р

иеС^(Е,Н)

Я ,

- V Я,

< с х

тогда

При |Р|?ьО, |р1+|а| < 3, |а|< 2 и учитывая (13), получим
| Р ^ 0 “ (^^+>.Е)■'|| 5 СГ'*"1>||0% |̂|С(В,Н) (14)

Теперь распишем Вх̂ ".
00 00

В ^ н - Е  (^^+XЕ)(р^V^=^-X  -КО)(х)+Х)<р^У)]=
у = -00 ;=-оо
чд.;

= «■- X  [(-Ч>̂ "'V̂ Зср̂ "V̂  '-Зф '̂V^" +ф) (-V, '"-КдДХ)+>.)У;)]=
у=-оо

Вестник Иссык-Кульского университета, №4  -  2000.



Математика, Естественные науки

00

[(ф̂ -V̂ +Зф̂ "V̂  '+Зф̂ 'V̂ ” .ф̂  (Ь̂ +ХЕ)У )̂]=
;=-оо

00 00

=г+Е (ч>/"%+ЗфУ'У/+Зф/у;> Е  <р"г=у=-оо ]~~со
со

= Е  (Ф̂ '"V̂ +Зч̂ '̂'V̂  '+Зф^•V '̂’). где V; = ср) {
У=-00

Отсюда заметим, что в силу неравенства (14) при достаточно оольшом значении л 
||Вх||<1. Тогда доказательство леммы 4 следует из леммы 3.

Приступим к доказательству теоремы. Используя неравенства (7), (8), оценим 
норму II [0)(х)+?1]и||/,_

II [ 0 |(х) + ч о |и  -  II [ 0 |(х ) +Х] ( +ХЕ]  •' г  II ^  < 
^  II [ 0 |(х) +Я,] [ Ц  + Щ  ■' Г+ [ 0 |(х ) +0)0)] (Ь; +>. Е)-' г  II ^  
^  II [ 0 |(х) + Ч  ( Ь) +ХЕ) -'Вх <■ II +111 [ д о ) -0 |(х)] ( +х Е)-' Вх г  II 5

II [ д ®  +Ч  ( I., +ХЕ) •' II +11 [ ОО) -0 |(х)] ( +Х Е)" ||Вх|| II с II 5 с  
Отсюда в силу произвольности 5 получим
II [ 0; (X) ( +х Е)-'|| < [ о,(х) +Ч ( +  я.Е)-'|| < с
Это неравенство вместе с леммой 3 доказывает разделимость оператора Ь.
Теорема доказана.
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