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ЫГУ  им. К.Тыныстанова 
О СИСТЕМЕ  ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА-
СТИЛТЬЕСА ПЕРВОГО РОДА С ПРИБЛИЖЕННО ЗАДАННЫМ ЯДРОМ 

 

Линейные интегральные уравнения Вольтерра-Стилтьеса и их системы рассматривались в 
[1-5]. В [4] исследование систем линейных интегральных уравнений Вольтерра-Стилтьеса 
первого рода проводилось в предположении, что правая часть )(tf  известна приближенно.  В 

настоящей работе предполагается, что элементы матричного ядра ),( stK  имеют 
приближенные значения. 
 

Пусть ( )tϕ - возрастающая непрерывная функция на Gо = [ ] ( )∞<< TtTt 00 , . 

Рассмотрим систему: 
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где [ ]Ttt ,0∈ , ),( stK - nn × -мерная известная матричная функция, )(tf – n -мерная 

известная вектор-функция,  )(tu –n -мерная неизвестная вектор-функция. 
Наряду с системой (1) будем рассматривать систему 
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где [ ] 0,,0 >∈ εTtt – малый параметр. 

Пусть 
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iuu - нормы соответственно для nn × - матрицы 

( )ijaA =  и для n -мерного вектора ( )iuu = .  [ ]TtCn ,0 - пространство n -мерных вектор-

функций с элементами из [ ]TtC ,0 . Пространство n -мерных вектор-функций с элементами 

из  [ ] 10,,0 ≤< γγ
ρ TtC  обозначим  через [ ]TtC n ,0,

γ
ρ  . Если [ ]TtCtu n ,)( 0,

γ
ρ∈ , то 
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ϕλρ ∫= , [ ]Ttt ,0∈ , c - положительная 

постоянная, зависящая  от )(tu , ( ) ( )tt i
i

λλ min= , где ( )tiλ  ( )ni ,...,2,1=  - собственные 

значения матрицы ( ) ( )[ ]ttKttK ,,
2

1 ∗+ , ∗K - сопряженная матрица к матрице ),( ttK . 

Потребуем выполнения следующих условий: 
I ) nn × -мерное матричное ядро ),( stK - непрерывная матричная функция на 

( ){ }TtststG ≤≤≤= 0:, ;  

II ) ( ) 0≥tλ  при [ ]Ttt ,0∈ , ( ) [ ]TtCt ,0∈λ ,  )(),( 0 tNttK λ≤ ; 

III ) при  ητ >  для любых ( ) ( ) ( ){ }TtststGss <<<=∈ 01 :,,,, ητ  справедлива оценка 

( ) ( ) ( ) )()(,, sdsslsKsK ϕλητ
τ

η
∫≤− , где  [ ] 0)(,,)( 0 ≥∈ tlTtCtl  при [ ]Ttt ,0∈ . 

В прикладных задачах часто элементы матричного ядра  ),( stK  известны 
приближенно. В этом случае вместо системы (2) имеем дело с некоторой другой системой 
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такой, что hstKstK h ≤− ),(),(   и  ),( stK h  удовлетворяет  условиям : 

а) nn × -мерное матричное ядро ),( stK h - непрерывная матричная функция на G ; 

б) ( ) ( )tnttK hh λ0, ≤ , 0)( ≥thλ  при [ ]Ttt ,0∈ , [ ]TtCth ,)( 0∈λ , ( ) ( )tt ih
i

h λλ min= , где 
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в) при  ητ >  для любых ( ) ( ) 1,,, Gss ∈ητ  справедлива оценка 

( ) ( ) ( ) )()(,, 1 sdsslsKsK hhh ϕλητ
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ЛЕММА. Пусть выполняются условия а)-в), [ ]TtCtf np ,)( 0
1

,∈ , тогда для решении 

),( εtvh системы (3) имеет место оценка 
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где 04
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С += , C - положительная постоянная. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из системы (3) имеем: 
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Используя резольвенту матричного ядра 
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),( ssK h [2], обобщенную формулу 

Дирихле [1], получим 
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),,( εstX h [2] - решение  матричного уравнения 
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Так как [ ]TtCtf np ,)( 0

1
,∈ , то Ctf ≤)(  и для (7) получим 

( ) .)1(, 0nCt +≤εψ                                                                 (9) 

Тогда из (5), с учетом (8) и (9), имеем: 
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Применяя к последнему неравенству обобщенную формулу Гронуолла-Беллмана [1], 
получим оценку (4). Лемма доказана. 

Вычитая из системы (2) систему (3) и вводя  обозначение 
),(),(),( εεε tvtvtz h−= ,                                                        (10) 

используя резольвенту матричного ядра 
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Здесь ),,( εstX [2] является решением  матричного уравнения  
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Для (13) имеем 
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Учитывая (10), (14) и (15), в силу леммы и обобщенного неравенства Гронуолла-

Беллмана [1], из  (11) имеем: 
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ТЕОРЕМА. Пусть выполняются условия I)-III), а)-в). Тогда 

1) если 0)( >tλ  ( ) 0>thλ  при почти всех [ ]Ttt ,0∈ , h=ε , система (1) имеет 

решение [ ]TtCtu n ,)( 0∈ , то решение ),( εtvh  системы (3) при 0→h  сходится по норме 

[ ]TtCn ,0  к  )(tu . При этом справедлива оценка 
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где β – произвольное число из интервала (0,1),  
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2) если система (1) имеет решение [ ] 10,,)( 0, ≤<∈ γγ
ρ TtCtu n , h=ε , то решение 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Тогда, учитывая оценку (16), по теореме 1 работы [4] из последнего неравенства 
следуют оценки (17) и (18). Теорема доказана. 
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