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ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ТИПА 
ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ. 

 

В данной работе доказывается гладкость решений нелинейного уравнения 
Штурма-Лиувилля на бесконечном интервале, используя результаты работы [1]. 

In this work the smoothness of the solutions of the nonlinear Shturm-Liuwill equation on 
the nonterminating interval is being proved by using the results of the work [1]. 

Рассмотим нелинейное уравнение  

)()(),())()()(( xfxUuxqxUxxLu =+′′⋅−= ρρ ,                      (1) 

),(),()( 2 ∞−∞=∈ RRLxf  

Определение. Функция )()( 2 RLxU ∈  называется слабым решением уравнения 
(1), если существует последовательность  

, 

 

такая, что 

0
)(,2

→−
RLn

loc
UU , 0

)(,2
→−

RLn
loc

fLU  при ∞→n . 

Существование слабого решения уравнения (1)  в ),( ∞−∞=R  была доказана в 
работе [1].  

В данной работе мы будем изучать гладкость решения уравнения (1) по всей 
числовой оси ),( ∞−∞=R .  

В дальнейшем нам понадобится еще одно определение: 

Определение. Линейный оператор  

UxqULU )()( +′′−= ρρ  

называется  разделимым, если из того что  )(UDU ∈  следует, что 

{ } )(,)( 2
2

1
2 RWRWU locn ∩⊂
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)()( 2 RLU ∈′′ρρ , 

где )(UD  область определения оператора L .  

Основным результатом этой работы является следующая теорема: 

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 

а) 0),( >≥ wuxq  и непрерывна по совокупности переменных в 2R ; 

б) );()(,0)( RCxx loc∈>≥ ρδρ  

в) { } ;0),()(infinf 2 >⋅−

≤∈
cxqx

AcRx
ρ  

г) ∞<≤
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,  

где К(у) ≥ 4, непрерывная функция, стремящаяся к  + ∞  при +∞→y , А – 

конечная величина и Ac ≤ , F(A)  - непрерывная функция.  

Тогда для любой )(2 RLf ∈ существует решение )(xU уравнения (1), такое что 

)()( 2 RLU ∈′′ρρ . 

Доказательство. При любой )(2 RLf ∈   существует слабое решение уравнения 

(1)  [1]. 

Пусть )(0 xU  решение уравнения (1) с правой частью ).(20 RLf ∈  Тогда при 

)(00 RCU ∞∈  имеем  

( ) dxUUxqdxUUULU ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+″−= 2
000000 ),(),( ρρ  

Интегрируя первый интеграл по частям, получим  

           ( ) ( ) dxU
x

Uxq
dxUUULU ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

+″−= 2

02
0

0000

),(
),( ρ

ρ
ρρ                     (2) 

Применяя неравенство Коши с 1=ε   к левой части имеем:  
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                                  ( ) 2

20

2

2000 2

1

2

1
, ULUULU +≤                              (3) 

Не нарушая общности из условия а) теоремы можно полагать, что .1),( 0 ≥Uxq  

Поэтому 
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Тогда неравенство (3) принимает вид: 
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Из (2), (4) получим 
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Отсюда  
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Учитывая ( ) ( ) 1, 0
2 ≥⋅− Uxqxρ   имеем 
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Тогда ( )
20)(0 1

2
fU
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≤ρ . 

 

Следовательно, по теореме вложения Соболева  

( )RСU ∈0ρ  и ( ) 2000 fCU
RC

≤ρ , 
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так как ( ) 0>≥ δρ x , то 

20
0

)(0 f
C

U
RC δ

≤                                 (5) 

и согласно условию а)  ( ) )()(, 0 RCxUxq loc∈ . 

Далее положим ( ) ))(,(~
0 xUxqxq =  и обозначим через L

~
 замыкание в норме 

)(2 RL  оператора, заданного на )(0 RC ∞ равенством  

UxqUUL )(~)(
~ +′′−= ρρ . 

Для оператора L
~

 справедлива лемма: 

Лемма. Пусть выполнены условия а), б), в), г) теоремы. Тогда оператор L
~

 
самосопряжен и положительно определен. 

Доказательство. Положительная определенность L
~

 следует из условия а) 

теоремы. Самосопряженность оператора  L
~

 вытекает из теоремы 1.1.2  работы [2].  

В силу этой леммы уравнение  

( ) ( ) ( )xfUxqUUL =⋅+″−= ~~ ρρ  

имеет единственное решение, которое совпадает с ( )xU0 . 

Теперь полагая, ( ) ( ) 2010 , cyUcxU ==  и 
2

02 f
c

A
δ

⋅=   из (5) получим: 

Acc ≤− 21 . 

Отсюда в силу условий а) - г) теоремы для оператора L
~

 выполнены все условия 
вышеупомянутой теоремы из работы [2]. 

Следовательно, оператор L
~

 разделим, то есть  

( ) ).(2 RLU ∈″ρρ  

Теорема доказана. 
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